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第 2 版 前 言 


《 实 变 函数 ) 第 1 版 于 2009 年 5 月 出 版 ,由 于 书 中 内 容 深入 浅 出 、 结 
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了 一 些 修订 。 主 要 是 纠正 了 第 1 版 中 的 错漏 不 当 之 处 ,补充 了 著 干 例 
题 ,个 别 地 方 的 讲解 也 有 所 改变 。 目 的 是 为 了 更 广 地 开拓 解 题 视野 ,并 
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的 王 见 勇 教授 给 予 本 书 高 度 评价 ,并 结合 教学 对 全 书 提出 了 宝贵 的 修 
订 意 见 。 东 南大 学 出 版 社 的 张 烨 编辑 对 第 2 版 作 了 认真 细致 的 校勘 。 


编者 在 此 一 并 表示 衷心 的 感谢 ! 


编者 
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大 学 数学 系 的 学 生 常 常 感 到 “ 实 变 函 数 ” 难 学 。 的 确实 变 函 数 ” 
概念 抽象 ,内容 艰深 ,习题 难 解 ,其 独创 的 思想 方法 常 隐 藏 在 严谨 而 难 
懂 的 论证 过 程 之 后 , 易 使 初学 者 感到 困惑 。 但 是 ,“ 实 变 函 数 ” 又 是 一 门 
重要 的 数学 基础 课程 ,是 进一步 学 习 “ 实 分 析 ” 和 “ 泛 函 分 析 ” 的 基础 , 它 
的 概念 、 理 论 、 论 证 技巧 和 思想 方法 已 渗透 到 数学 乃至 其 他 科学 的 各 个 
分 支 , 成 为 我 们 步 入 现代 数学 殿堂 不 可 或 缺 的 阶梯 。 我 们 长 期 在 苏州 
大 学 从 事 “ 实 变 函 数 ” 和 “ 实 分 析 ” 的 教学 工作 , 深 感 需要 根据 实际 情况 
编写 一 本 内 容 深 入 浅 出 ,通俗 易 懂 ,而 且 具 有 较 多 解 题 示范 的 实 变 函 数 
教材 ,以 适应 一 般 师范 院 校 .地 方 性 高 校 的 数学 系 的 需要 。 由 于 水 平 有 
限 , 编 写 过 程 中 难免 会 有 缺点 、 错 误 和 不 当 之 处 ,诚恳 希望 专家 同行 和 
使 用 本 书 的 师 生 提出 宝贵 意见 。 同 时 我 们 也 指出 :由 于 这 是 一 本 教材 ， 
我 们 在 编写 过 程 中 曾 参 阅 了 国内 外 大 量 的 有 关 教 材 和 文献 ,这 里 不 再 
一 一 列 出 。 

本 书 的 编写 和 出 版 得 到 了 苏州 大 学 数学 科学 学 院 、 苏 州 大 学 教务 
处 和 教材 科 的 领导 与 有 关 同 志 的 大 力 支 持 和 热情 帮助 ;还 得 到 了 “江苏 
省 高 等 学 校 精品 教材 建设 项 目 ” 和 “苏州 大 学 精品 教材 建设 项 目 ” 所 提 
供 的 基金 资助 。 东 南大 学 出 版 社 的 张 烨 、 史 静 编 辑 也 为 本 书 的 出 版 付 
出 了 辛勤 的 劳动 。 又 ,研究 生 贺 飞 、 杨 心情 、 李 博 和 范 苗 帮助 校对 了 书 
稿 。 在 此 ,我 们 一 并 表示 衷心 的 感谢 ! 


编者 于 2008 年 8 月 
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1 集合 


集合 、 映 射 与 基数 的 理论 是 学 习 实 变 函 数 不 可 缺少 的 准备 知识 ,也 是 以 后 学 习 
近 现代 数学 的 基本 概念 之 一 . 本 章 我 们 介绍 集合 、 映 射 与 基数 的 基本 知识 . 


1.1 集合 及 其 运算 


合 是 指 具有 某 种 特定 性 质 的 对 象 的 全 体 . 构成 集合 的 对 象 称 为 集合 的 元 素 . 
不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 亿 ， 

若 工 为 集合 A 的 元 素 , 则 记 为 XEA, 称 为 + 属于 A; 若 xz 非 集合 A 的 元 素 , 则 
记 为 XA, 称 为 x 不 属于 A. 

通常 用 大 写字 母 A,B,X,Y,… 表 示 集 合 , 用 小 写字 母 a,b,T，y,…* 表 示 集 合 中 
的 元 素 . 表示 集合 的 方法 有 列举 法 和 描述 法 . 列举 法 是 列 出 该 集合 的 所 有 元 素 ,而 
描述 法 是 给 出 该 集合 元 素 所 特有 的 性 质 的 刻画 . 

设 集合 A 是 方程 :一 5x 十 6 二 0 的 根 的 全 体 , 则 可 以 用 列举 法 表示 为 A 二 {2， 
3), 也 可 以 用 描述 法 表示 为 A 二 {rx:7x 一 5x 十 6 二 0}. 

本 书 中 记 自 然 数 集 (不 含 0) 为 N, 整 数 集 为 Z, 有 理 数 集 为 Q, 实 数 集 为 R( 或 
R'). 

定义 1.1.1 设 有 集合 A 与 B, 如 果 集 合 A 的 每 一 个 元 素 都 属于 集合 B, 则 称 
集合 A 为 集合 B 的 子 集 , 记 为 ACB 或 B 忆 A, 分 别 读 为 A 包含 于 B 或 B 包含 A. 

若 ACB, 而 B 中 有 元 素 x 对 A, 则 称 集合 A 为 集合 B 的 真子 集 . 

空 集 包 为 任何 集合 的 子 集 . 

定义 1.1.2 如 果 ACB 且 BCA, 则 称 集合 A 与 集合 B 相等 , 记 为 A=B. 

例 1.1.1 {rER:—l1<zx<1)={rER:7rx<1). 

若 有 集合 A,B,C, 可 以 构造 集合 族 X=={A,B,C}) ,这 里 集合 4A,B,C 分 别 是 集 
合 族 X 的 元 素 . 大 有 一 族 集合 ,也 可 以 构造 集合 族 X=({A, )ies， 这 里 人 是 指标 集 ， 
对 每 个 XE 人 ,集合 A; 是 集合 族 X 的 元 素 . 

若 在 某 个 问题 中 ,所 考虑 的 集合 缘 为 X 的 子 集 , 则 称 X 为 全 集 ( 或 基本 集 ). 


. 2 ， 实 变 函 数 


定义 1.1.3 设 有 和 集合 A 与 B, 称 集合 {zx:XEA 或 EB) 为 A 与 B 的 并 集 ， 
记 作 AUB; 称 集合 {x:x7€EA 且 xEB}) 为 A 与 B 的 交集 , 记 作 ANB. 

对 集合 族 {A;)ies ,可 分 别 定义 并 集 与 交集 为 

A={r: IAEArTEA)S NA {rz: VAEA, TEA)}. 

例 1.1.2 设 太 xz) 是 R 上 的 实 函 数 , 则 有 (4zER:ACz)>01) 三 
山 7ER: f(z)> 斌 人 

定义 1.1.4 设 有 集合 A 与 B, 称 集合 (x:xzEA 且 x&KB} 为 A 与 B 的 差 集 ， 
记 作 A\B. 当 B 是 A 的 子 集 时 , 称 A\B 为 集合 B 相对 于 集合 A 的 补 集 或 余 集 . 集 
合 B 相 对 于 全 集 X 的 补 集 简 称 为 集合 B 的 补 集 , 记 为 B' 二 X\B. 

定理 1.1.1 集合 运算 有 如 下 性 质 ， 

(1) 和 宕 等 律 AUA=A4A,AmnA=A4; 

(2) 交换 律 AUB=BUA,ANMB=BNMA; 

(3) 结合 律 AU (BUC)=(AUB)UC,AN(BNC)= (ANB)NC:; 

(4) 分 配 律 ANCUB)=U ANB),AU NB)= AN AUB,). 

命题 1.1.2 设 X 是 全 集 , 则 有 

(DD AUA =X,ANA = ,R= ,B=X; 

(2) (A)=A,A\B=ANMB:; 

(3) ACBEOA‘DB,ANB=YOACB.. 

例 1.1.3 G) UMCBSOVAEA,A EB; 

(2) MAIBSVAE A,AIB. 


定理 1.1.3(De Morgan 法 则 ) 设 {Ai)ies 是 全 集 X 上 的 一 个 集 族 , 则 有 


(DCUA Y= N A; (1.1) 
AEA A€A 

(2 NA = LUAN (1. 2) 
AEA AEAN 


证 (1) xE (CUA) SrE UMOVAE A,TEA, 
SVAEATENGTE DA. 
(2) 把 (1.1) 式 中 的 A 换 成 Ai, 有 (UAi)' 二 站 A, 再 两 边 取 余 集 即 得 . 


定义 1.1.5 设 {A+} 是 一 集 列 , 称 门 UA, 为 集 列 {A4) 的 上 限 集 , 记 作 JimA,; 


] 集合 3. 


称 U DA 为 集 列 {Ax) 的 下 限 集 ， 记 作 limA. 若 上 限 集 与 下 限 集 相 等 , 则 称 集 列 
{A4} 的 极限 集 存在 并 等 于 上 限 集 或 下 限 集 , 记 为 limA. 


若 集 列 {Ai} 满 足 A CA:C…CAC…, 称 为 递增 集 列 ,这 时 有 limA': 一 AL 


若 集 列 (A4} 满 足 Ai 习 A, 刁 … 习 Ai 忆 …, 称 为 递减 集 列 , 这 时 有 limA, 二 站 A 
例 1.1.4 设 有 集 列 {A4} ,证 明 : 

(1) limA, 二 {zx: 有 无 限 多 个 A 含 工 ); 

(2) limA, 一 {x: 至 多 有 限 多 个 A 不 含 工 }. 

从 而 有 limAsClimAi. 


证 (1) rE limA,= 0n UAiS Vn, 有 XE UA 

全 Vm, 了 4 有 ZEAzE(z: 有 无 限 多 个 Au 含 广 }. 

(2) ZElimA， =U NA J ,使 zr€E NA 

全 了 0, 对 YA 有 >xEASzEiz: 至 多 有 限 多 个 Ai 不 含 工 )， 

定义 1.1.6 设 X,Y 是 两 个 集合 , 则 称 {(z,y):zEX,yEY) 为 集合 X 与 了 
的 直 积 集 ( 或 等 卡 儿 积 ) , 记 为 XXY. 类 似 地 ,可 定义 n 个 集合 Xi1,X,,…,X, 的 直 
积 集 如 下 : 

X=X XX XXX,={(ri Ta Tn) TEXi,i=1,2,.,n). 

车 二 (Tisza Xi" Ty)EX, 称 zx; 为 x 的 第 i 个 坐标 . 称 集合 X; 为 直 积 
集 X 的 第 i 个 坐标 集 . 通常 把 个 相同 的 集合 XX 的 直 积 集 记 为 X”. 

例 1.1.5 NXN={(n,m):n,mEN). 

例 1.1.6 R={(xiyT2 ,TT) :7 ER,i=1,2,..,n). 


1.2 遇 射 


定义 1.2.1 设 X,Y 是 两 个 非 空 集合 , 若 有 某 个 法 则 f ,使 每 个 xEX 有 唯一 
确定 的 yEY 与 之 对 应 , 则 称 f 为 从 X 到 Y 的 映射 , 记 为 f:X>Y. 

对 每 个 zxEX, 记 Y 中 与 x 对 应 的 点 y 为 1(z), 并 称 y 为 点 工 在 映射 了 下 的 
象 . 对 每 个 yYEY, 如果 存 在 TEX 使 得 y 二 f(z), 则 称 z 为 点 y 在 映射 + 下 的 


.4 实 变 函数 


原 象 . 

定义 1.2.2 若 ACX, 记 f(A) 二 {(y€EY: jx€EA,y 二 f(x)), 并 称 f(A) 为 集 
A 在 映射 下 的 象 集 . 若 BCY, 记 /'(B) 二 {x€X:f(x)EB), 并 称 广 !(CB) 为 集 
B 关于 映射 了 的 原 象 集 . 

定义 1.2.3 设 f:X>Y 为 映射 . 若 任 意 的 zi,zEX 且 Zi 天 zz, 有 Jrzi) 天 
太 zz), 则 称 了 是 从 X 到 YY 的 一 个 单 射 . 若 FCX) 一 Y, 则 称 上 是 从 X 到 YY 的 一 个 
满 射 . 若 映 射 f 既 为 单 射 又 为 满 射 , 则 称 了 是 从 X 到 Y 的 一 个 双 射 (或 一 一 映射 ). 

定义 1.2.4 设 f:X>Y 是 双 射 , 则 对 任意 yEY, 存 在 唯一 +EX, 使 y= 
f(z) , 称 这 个 从 了 到 X 的 对 应 法 则 为 f 的 逆 映 射 , 记 作 广 :Y->X. 

命题 1.2.1 设 映 射 f:X>Y, 则 

(1) 对 于 任意 ACX, 有 AC 1 (f(A)); 

(2) 对 于 任意 BCY, 有 Bf(f!(B)). 

证 () 设 EA, 则 f(z)EF(AO), 故 xzEF(f(A)), 所 以 有 ACA'(f(A)). 

(2) 设 yEfCf™'(B)), 则 存在 TEf 1(B), 使 y=f(z), 故 yEB, 所 以 有 B 汪 
f(f71(B)). 

命题 1.2.2 设 映 射 f;:X->Y, 则 

(1) AiCAs=>f (AN)CfFAs) ,BCBS (BCfB,); 

(2) (UA ) =UfA).f( NA ,CN AA ); 

(3) CYB)=UF (BY) (NB)= NFB); 

(4) 六 (Bo 一 ( 广 !(CB)). 

证 ”我们 仅 给 出 (4) 的 证 明 . 

(4) xEf BOOfXI EB ezEBezg 广 ICB)GzE( 广 :(B)) 
其 余 的 关系 式 请 读者 自 证 ,并 请 举 出 使 上 述 (2) 式 中 真 包 含 关 系 成 立 的 例子 . 

定义 1.2.5 设 有 映射 f:X>Y,g:Y>2Z, 则 称 h(x) 二 gL[f(x)] 所 定义 的 映射 
用 :XZ 为 g 与 f 的 复合 映射, 记 作 hg°f 了 . 

定义 1.2.6 设 ACX, 映 射 f:X->Y,g:A—>Y. 若 f(z) 二 g(xz)(zxEA), 则 称 
映射 g 为 了 在 集合 A 上 的 限制 ,并 记 为 g 王 flA. 此 时 ,也 称 映 射 了 为 g 在 X 上 的 
一 个 扩张 (或 延 拓 ). 

定义 1.2.7 设 X 为 全 集 , 子 集 ACX, 则 称 函 数 


Ol 
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EL 
为 定义 在 X 上 的 A 的 特征 函数 . 
例 1.2.1 设 X 为 全 集 ,A,B 均 为 X 的 子 集 , 则 特征 函数 有 如 下 性 质 : 
(1) ACBENA(z) NX (zrER); 


(2) Xaug (x)=Xa (x) | Xgl7x) Xans (zx); 
(3) XanB(Z) 一 XA(Z)XB( 工 ); 


(4) XAB() =Xa(tzx)[1—Xs Cr). 


1.3 ”对 等 与 基数 


对 于 有 限 集 来 说 ,我 们 可 以 通过 计数 的 方法 来 判定 它 含有 几 个 元 素 , 从 而 确定 
两 个 不 同 的 有 限 集 所 含 元 素 的 多 少 . 但 由 于 每 个 无 限 集 都 含有 无 限 多 个 元 素 , 故 无 
法 通过 计数 的 方法 来 判定 两 个 不 同 的 无 限 集 谁 所 含 的 元 素 更 多 些 . 因此 我 们 要 借 
助 双 射 , 来 引入 两 个 集合 所 含有 的 元 素 一 样 多 的 概念 , 即 所 谓 "对 等 ”的 概念 . 

定义 1.3.1 设 有 集合 A,B, 若 存在 一 个 从 A 到 B 的 双 射 , 则 称 集合 A 与 B 
对 等 , 记 作 A~B. 

若 存在 2EN, 使 下 一 (1,2,…, 2 , 则 称 巨 为 有 限 集 , 空 集 刀 也 称 为 有 限 集 . 若 
集合 不 是 有 限 集 , 则 称 5 为 无 限 集 . 

例 1.3.1 N~{2n:nEN). 

证 今 f(n)==2n, 则 f:N 一 {2n:nEN} 是 双 射 . 

例 1.3.2 [0,1] 一 [0,4]. 

证 令 f 了 (==41, 则 了 :[0,1J>[0, 和 是 双 射 . 

例 1.3.3 (一 1,1) 一 R:. 


证 令 F(m=tan 至 , 则 太 ( 一 1,1D)-R' 是 双 射 


命题 1.3.1 设 有 和 集 族 {A)ies,{B;}ies, 满 足 
(1) 对 VAEA, 有 A 人 一 Bi; 
(2) 对 Va,BEA 且 a 关 B, 有 A 门 Ap 一 2,B, 门 Bp 二 V. 
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则 UA~UB. 
证 对 每 个 XEA, 有 A~B, 故 存在 双 射 有 :ABi. 对 VxE UA, 存 在 唯 
一 的 4+EA, 使 YEA. 令 f(z) 二 (x), 则 可 证 f:UA™>UB, 是 双 射 . 
命题 1. 3.2 ”对 等 关系 有 如 下 性 质 : 
(1) 自 反 性 A~A; 
(2) 对 称 性 ”车 A~B, 则 B~A; 
(3) 传递 性 ” 若 A~B.B~C, 则 A~C. 
定理 1. 3. 3(Cantor-Bernstein 定理 ) ” 若 集 合 X 对 等 于 Y 的 一 个 子 集 ,集合 Y 
对 等 于 X 的 一 个 子 集 , 那 么 集合 X 与 了 对 等 . 
证 存在 两 个 单 映射 f:X>Y 和 g:Y>X, 记 YY 一 Y, 今 
=a Y= 
和 Y=Y\ FC», 


X=—=X\g(Y, wy ) 9 Ys, =Y\f(X,), 


再 令 A 一 UX,B= 间 Y, 一 站 YY, 则 有 
X=AU(X\A),Y=BU(Y\B) (1. 3) 


因为 f 与 g 为 单 射 , 所 以 有 A~f(A) 以 及 B~g(B), 且 有 g(NY, ) =Ng(Y, ). 


再 由 f(A4)=f(UX)=Uf(X)=U(Y\Y)=Y\ (NY )=Y\B, 


知 A~Y\B. 以 及 由 g(B)=gC 间 YD)=DMgOY0=0 XX) =X\ UX)= 
X\A, 知 B~X\A. 

所 以 根据 命题 1. 3. 1 及 (1.3) 式 , 知 久 ~Y. 

推论 1.3.4 设 有 集合 A,B,C, 且 有 ACBCC 及 A~C, 则 A~B~C. 

命题 1.3.5 任 一 区 间 T( 开 区 间 、 闭 区 间或 半 开 区 间 ) 均 与 直线 R' 对 等 . 

证 取 开 区 间 (a,6)CIT, 则 有 (a,6)CICR', 且 (a,0)~~R!, 所 以 I~R. 

基数 的 概念 ”集合 之 间 的 对 等 关系 "一 "是 一 种 等 价 关系 ,按照 等 价 关 系 " 一 ” 
将 集合 进行 分 类 ,两 个 集合 当 且 仅 当 它们 对 等 时 属于 同一 类 . 对 每 一 类 子 以 一 个 记 
号 , 称 此 记号 是 该 类 中 任 一 集 的 基数 (或 势 ). 集合 下 的 基数 记 作 E. 
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有 限 集 的 基数 为 其 所 含 元 的 个 数 , 空 集 的 基数 为 0. 

定义 1.3.2 设 有 集合 A 与 B, 记 A 二 a,B==B, 若 集合 A 与 B 的 一 个 子 集 对 
等 , 则 称 a 不 大 于 PB, 记 作 a<<B( 或 8a); 若 a<P( 或 a) 且 a 关 B,; 则 称 a 小 于 B, 记 
作 co<8( 或 6>a). 

现在 可 以 把 定理 1.3. 3 写作 : 设 有 基数 a,B, 若 a<B,B<a, 则 x 一 8. 

可 以 证 明 , 对 任意 两 个 基数 a,B, 则 三 个 关系 式 “a<pB,a 王 B,a 记 Bp” 中 至 多 成 立 
一 式 ( 证 明 较 易 ), 且 至 少 成 立 一 式 ( 证 明 较 难 , 见 那 汤 松 所 著 《( 实 变 函 数论 ) 下 册 ). 

命题 1.3.6 设 映 射 f:XY, 则 

(1) 若 为 单 映射 有 X<Y; 

(2) 若 f 为 满 映 射 ,有 XY. 

证 (1) 车 /:X>Y 为 单 映射 , 则 /:X 一 /(X) 为 双 射 , 故 X= 了 (CX)<Y. 

(2) 若 为 满 映射 ,对 每 个 yEY, 从 非 空 集 广 :(y) 中 取 定 一 点 记 作 g(y), 则 
g:Y>X 是 单 映 射 ,于 是 由 (1) 知 X>Y. 

例 1.3.4 若 ACB, 上 且 A~(4AUC) , 试 证 明 B~(BUCOC). 

证 由 A~(AUC), 存 在 双 射 FA 一 AUC. 令 

sw TEA; 
2 EB\A. 

则 g:B->BUC 是 满 射 (不 一 定 是 单 射 ) , 故 由 命题 1. 3.6 知 B 宇 BUC. 另 一 方面 ， 
因为 BC(BUC), 知 B<BUC. 合 之 有 B~(BUC). 

定义 1.3.3 集合 的 所 有 子 集 所 成 之 集 称 为 E 的 寡 集 , 记 作 P(E), 即 

P(E)={A:ACE}) 

若 玉 的 基数 为 A, 则 P(E) 的 基数 通常 记 为 2. 

定理 1.3.7( 无 最 大 基数 定理 ) 设 玉 是 任 一 集合 , 则 E<<P(E). 

证 〈 反 证 法 ) 若 存在 双 射 f:E 一 P(E), 令 A=={7€EFE|lxfKf(z)}. 由 AE 
PCGE) ,以 及 7 为 满 映 射 ,存在 yEE, 使 f(y) 二 A. 

(1) 若 yEA, 则 由 A 的 定义 ,有 yff(y) 二 A, 得 矛盾 . 

(2) 若 y 氏 A, 则 由 A 的 定义 ,有 yE f(y) 二 A, 也 得 矛盾 . 

从 而 可 得 玉 与 P(E) 不 对 等 . 另外, 易 知 E<<P(E), 所 以 EP(E). 


.8 ， 实 变 函 数 


1.4 可 数 集 


定义 1.4.1 自然 数 集 N 的 基数 记 作 闪 "( 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”) ,者 A~N, 则 称 和 A 
为 可 数 集 . 有 限 集 与 可 数 集 统称 为 至 多 可 数 集 , 若 无 限 集 已 不 是 可 数 集 , 则 称 五 为 
不 可 数 集 . 

集合 A 为 可 数 集 当 且 仅 当 A 王 {ziyz，…ze》) 即 A 中 的 元 可 以 用 自然 数 
来 编号 . 

例 1.4.1 集合 {2n:nEN) 与 {m:nEN} 都 是 可 数 集 . 

例 1.4.2 整数 集 Z 是 可 数 集 , 因 为 Z={0,1, 一 1,2, 一 2,3, 一 3,…). 

定理 1.4.1 任 一 无 限 集 玉 必 含 一 个 可 数 子 集 . 

证 取 zxiEE, 因 为 二 {zi}) 关 多 ,可 以 取 zx2EE\N(z); 若 已 取 Xi ,Xo Zn， 
因为 二 {zi ,zo ,Ti) 关 名 ;可 以 取 zn1 Er ,rz，,… ,x,) ,于 是 得 到 集合 

A= {zi19T2 9 Tn )}. 
它 即 为 无 限 集 已 的 一 个 可 数 子 集 . 

上 述 定 理 说 明 :在 无 限 集 的 基数 中 ,最 小 的 基数 是 沪 。. 

例 1.4.3 设 A 是 有 限 集 ,B 是 可 数 集 , 则 AUB 是 可 数 集 . 

证 设 A\B= {zi,z2 ,7T)，B 二 人 y1;y2 ym，*) , 则 

AUB=(A\B)UB= (zi,z2 ,Tn V1 Ys Ym 
所 以 AUB 是 可 数 集 . 

定理 1.4.2 NXN 是 可 数 集 . 

证 对 xz 二 n,m)ENXN, 邻 f(x) 二 2"3”, 则 f:NXN->N 是 一 个 单 射 ,所 以 
有 NXNN. 又 显然 有 NXN 宇 N, 所 以 NXN~N. 

不 难 知 道 : 苦 A,B 是 可 数 集 , 则 直 积 集 AXB 也 是 可 数 集 . 一 般 地 ,用 归纳 法 
可 以 证 明 : 若 每 个 E(k 二 1,2,3,…,n) 是 可 数 集 , 则 直 积 集 El XE X… XE 也 是 
可 数 集 . 

定理 1.4.3 车 每 个 A,(n 一 1,2,3,…) 是 可 数 集 , 则 并 集 A 二 U A, 也 是 可 
数 集 . 

证 不 妨 设 A; 门 Aj 二 名 (i 关门 ,对 每 个 n, 设 A, 一 {awm :mEN}), 则 有 

A= {am :n,mEN). | 
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令 f(aw) 二 (n,m), 则 ;ANXN 是 双 射 ,由 定理 1.4.2 知 A 是 可 数 集 . 

上 述 定理 也 常 称 为 :可 数 个 可 数 集 之 并 是 可 数 集 . 另外 不 难 证 明 : 知 有 至 多 可 
数 个 集 作 并 集 , 且 每 个 集合 都 是 至 多 可 数 集 , 则 其 并 集 也 是 至 多 可 数 集 . 

推论 1.4.4 R! 中 的 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 ,R" 中 的 有 理 点 集 Q&' 是 可 数 集 . 


证 对 每 个 坊 令 A, 二 | 畔 :mE2Z2| ,显然 有 A,~Z, 所 以 Q== UA, 是 可 数 集 ， 


从 而 知 Q 是 可 数 集 . 

例 1.4.4 设 工 是 可 数 集 EE 的 所 有 有 限 子 集 的 全 体 , 则 本 是 可 数 集 . 

证 设 可 数 集 忆 二 {zi ,x2，… ,Xr，…). 对 每 个 0, 令 EE 二 (xi ,Xz ,Tr), 则 
EE, 的 睾 集 P(E,) 是 有 限 集 . 因为 已 的 所 有 有 限 子 集 的 全 体 即 为 UPCE,) ,所 以 
是 至 多 可 数 集 . 又 下 显然 不 是 有 限 集 ,所 以 下 是 可 数 集 . 

例 1.4.5 设 下 是 Ri 中 的 一 族 开 区 间 , 若 每 个 开 区 间 的 端点 为 有 理 数 , 则 下 
是 至 多 可 数 集 . 

证 ”对 械 中 的 开 区 间 (a, 四 , 令 QXQ 中 的 点 (4a,5) 与 之 对 应 ,得 到 从 三 到 QX 
Q 的 一 个 单 射 ,所 以 FSQXQ= 兴 ,从 而 可 得 了 是 至 多 可 数 集 . 

例 1.4.6 设 工 是 R' 中 的 一 族 开 区 间 , 若 其 中 任意 两 个 开 区 间 互 不 相交 , 则 
了 是 至 多 可 数 集 . 

证 ”对 荆 中 的 每 个 开 区 间 了 , 取 定 了 中 的 一 个 有 理 数 作为 (DD), 则 f:T>Q 是 
一 个 单 射 ,所 以 Ps<Q, 从 而 可 得 了 是 至 多 可 数 集 . 

例 1.4.7 设 工 是 平面 上 以 有 理 点 为 中 心 ,以 有 理 数 为 半径 的 圆 的 全 体 , 则 
为 可 数 集 . 

证 记 有 理 点 集 为 信 , 正 有 理 数 集 为 Q*. 对 AET, 设 A 的 圆心 为 (a,5), 半 
径 为 7, 令 (A) 二 (a,05,7), 则 :TT>Q& XQI! 是 双 射 ,所 以 TT~Q XQ'~N. 

定理 1.4.5 若 下 为 无 限 集 ,A 为 至 多 可 数 集 , 则 E~EUA. 

证 不 妨 设 EmA= 包 ,由 定理 1.4.1, 知 无 限 集 已 有 可 数 子 集 也. 因为 A 为 
至 多 可 数 集 , 于 是 有 D~AUD. 再 由 命题 1. 3. 1 知 

E=(E\D)UD~(E\D)U (DUA)=EUA. 

推论 1.4.6 设 世 为 不 可 数 集 ,A 是 EE 的 可 数 子 集 , 则 下 一 NA. 

证 首先 易 知 EE\A 不 是 有 限 集 ,因为 否则 EE==(E\A) UA 要 为 可 数 集 , 得 矛 
盾 . 所 以 了 NA 必 为 无 限 集 ,而 A 是 可 数 集 ,所 以 由 定理 1.4.5 知 EA~(E\A)UA 


例 1.4.8 玉 是 无 限 集 当 且 仅 当 :E 与 某 个 真子 集 对 等 . 

证 ”充分 性 . 若 已 是 有 限 集 , 则 巨 与 每 个 真子 集 不 对 等 ,矛盾 . 

必要 性 . 因 玉 是 无 限 集 , 取 xEE, 由 定理 1.4.5, 有 Ex}~(E\{z))U {zr}= 
,这 里 EN{z} 即 为 与 巨 对 等 的 真子 集 . 


1.5 连续 基数 


为 了 建立 集合 之 间 的 对 应 关系 ,有 时 要 借助 于 p 进位 小 数 . 
设 pP 是 大 于 1 的 自然 数 ,而 非 负 整数 列 {n4) 满 足 0 过 4 三 pp 一 1(k 二 1,2,3， 
.… ) , 则 


_Mm n,n Tk 
十 如 十 到 十 … 王 十 …… 
p 大户 pt 


为 收敛 级 数 ,其 和 简 记 为 4 二 0. nin2713*… ,并 称 为 p 进位 小 数 . 

一 个 ey m4 全 为 0, 则 称 a 为 p 进位 有 限 小 数 , 否 
则 称 a 为 p 进位 无 限 小 数 . 

对 于 给 定 的 p 这 1, 在 (0,1 |] 中 的 每 个 实数 a 可 以 唯一 地 表示 为 一 个 pp 进位 无 
限 小 数 . 但 要 注意 , 某 些 有 理 数 既 可 表示 为 p 进位 无 限 小 数 ,又 可 表示 为 p 进位 有 
限 小 数 . 例如 

当 p 二 10 时 ,有 0. 2000… 一 0. 1999… 

当 p 二 3 时 ,有 0. 2000… 一 0. 1222… 

定义 1.5.1 实数 集 R 的 基数 记 作 c, 称 为 连续 基数 (或 连续 统 ). 

在 R 中 ,因为 任 一 区 间 均 与 R' 对 等 ,所 以 任 一 区 间 均 具 连 续 基数 c. 另外 不 
难 证 明 :无 理 数 集 具 连续 基数 ,超越 数 集 具 连续 基数 c( 不 是 代数 数 的 实数 称 为 超 
越 数 ). 

命题 1.5.1 设 下 一 (zyzeyre):mE{(0,1) ,一 1,2,3,…)》, 则 已 具 
连续 基数 c. 

证 (1) 对 a€E (0,1], 把 a 表示 为 二 进位 无 穷 小 数 a 二 0. aaza3…, 令 Fa) 王 
(al ya yas，…), 则 f:(0,1]>E 是 单 射 , 故 有 :(0,1]<<E. 

(2) 对 5EE, 设 5=(bi, 妈 ,03,…), 令 f(b) 二 0.0152b;…( 注 意 ,这 里 是 十 进位 


中 
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小 数 ), 则 f:E>(0,1] 是 单 射 , 故 有 :E00,]]，- 

所 以 由 定理 1. 3. 3 知 E=(0,1]=c. 

易 知 :如 果 p,g 为 不 相等 的 实数 , 则 EE={ (zx,zx2 ,Th ") :XE1{p,9) ,kk 二 
1,2,3,…} 也 具 连 续 基数 c. 

命题 1.5.2” 上 自然 数 集 的 寡 集 P(N) 具 连续 基数 <. 

证 记 开 一 (人 (za TE{0,1},k=1,2,3,.…} ,对 z= (Xi Xi, 
To EE, 今 NN 的 子 集 {EN:zz 二 1) 为 f(z), 则 ff:E->P(N) 是 双 射 ,所 以 有 


P(N)=E=.c. 

由 此 可 知 : 任 一 可 数 集 的 客 集 都 具 连 续 基数 c. 

定理 1.5.3 实数 集 是 不 可 数 集 , 即 c> Wo. 

证 ”由 命题 1.5. 2 及 定理 1. 3.5, 知 c 王 PIN)>N 一 兴 ,. 

定理 1.5.4 实数 列 全 体 R“ 一 (zz rmER,E 一 1,2,3,…)} 具 
连续 基数 c. 

证 设 z 一 (zz )ER”, 令 

f(x)={(kr) :rEQ HB rr,k=1,2,3,.…). 

则 f:R” 一 P(NXQ) 是 单 射 , 故 有 R™ 过 P(NXQ) 二 c. 又 显然 有 R” 之 c, 所 以 实数 
列 全 体 R" 具 连续 基数 . 

由 此 可 知 :车 某 个 集合 的 “大 小 ” 介 于 R 与 R” 之 间 , 即 满足 RE<R”, 则 
必 有 E=c. 

还 可 知道 : 若 集 互 中 每 个 元 素 由 相互 独立 的 可 数 个 指标 所 决定 , 即 日 = 
(as ,i.…) ,而 每 个 zx; 取 自 一 个 基数 为 < 的 集 , 则 互 的 基数 也 是 <. 

推论 1.5.5 R" 具 连 续 基数 c. 

证 ”由 定理 1. 5.4 知 实数 列 全 体 R” 具 连续 基数 c. 设 z 王 (zi,z,…，,zo)E 
R" , 令 

fx)= x Te T0000). 

则 f:R"->R" 是 单 射 , 故 有 R" 过 Re 二 c. 又 显然 有 R" 之 c, 所 以 R==c. 

在 R? 中 ,可 以 知道 正方 形 [0,1]XL0,1] 具 连续 基数 c. 

推论 1.5.6 阁 集 族 (A)ies 中 的 每 个 集 A 具 连 续 基数 c, 且 指标 集 A 也 具 连 
续 基数 c, 则 并 集 U A, 也 具 连 续 基数 
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证 不 妨 设 集 族 {A;};es 中 的 集合 互 不 相交 . 对 每 个 XE A, 存 在 双 射 :A 一 
R. 现在 对 zE UA, 存在 唯一 的 AMEA, 使 zEA，, 令 f(x) 二 Qh (zr)). 则 f: UA 
一 人 XR 是 双 射 .再 由 AXR~R* ,所 以 并 集 U A 具 连 续 基数 。. 

例 1.5.1 设 玉 为 自然 数列 全 体 所 成 之 集 , 则 互 具 连续 基数 c. 

证 记 E={(xisx2r* Ti) :XE10,1} ,一 1,2,3,…}), 由 命题 1.5.1 知 
FE 具 连 续 基 数 c. 

由 定理 1. 5. 4, 知 实数 列 全 体 R™Y 二 {x1,z2yn Tisn) :TER,k 二 1,2,3,…) 
具 连 续 基 数 c. 再 由 EC RCR 及 推论 1.3.4, 知 互 也 具有 连续 基数 <. 

例 1.5.2 记 La,6] 上 连续 函数 全 体 为 CLa ,0 , 则 CLa,6b] 具 连续 基数 c. 

证 对 任意 实数 4 常数 函数 y=1 属于 CLa, 四 ,于 是 有 Cla,b] 之 c. 

记 QN[a;6j 二 {riyr2 7 ，"…). 对 每 个 fEC[La,b], 构 造 R” 中 的 实数 列 
有 (有 二 (了 《70) ,f(r2) ,f(r4),…), 则 得 到 映射 :Cla,6]>R”™. 

对 f,g€ECLa,b] 且 f 隆 g; 则 必 有 hh( 让 关 h(g). 否则 车 有 有 (用 二 h(g), 即 下 与 
8 在 [a,bj] 中 的 一 切 有 理 点 取 值 相同 ,由 也 数 的 连续 性 , 知 f 与 g 在 La,5b]j 中 的 任何 
点 取 值 相同 ,从 而 有 /一 g, 得 到 矛盾 . 所 以 h:C[La,b]>R” 为 单 射 ,于 是 有 CL[a,0] 
R= 

合 之 有 Cla,b]=c. 

注 1.1 已 知 失 。 与 c 是 两 个 重要 的 无 限 基 数 , 且 有 兴 ,<c, 自 然 就 产生 一 个 重 
要 的 问题 “是 否 存 在 基数 4, 使 NN, 二 a 二 c?” 

Cantor 猜测 不 存在 这 样 的 基数 ,这 个 著名 的 猜测 称 为 Cantor 的 “连续 统 假 
设 ” 在 1940 年 ,Godel 证 明了 在 ZFC 集合 论 公 理 系统 中 推 不 出 连续 统 假设 不 真 . 
在 1963 年 ,Cohen 证 明了 在 ZFC 集合 论 公 理 系统 中 推 不 出 连续 统 假设 为 真 . 


1.6 例题 选 讲 


例 1.6.1 设 E=UA, ,B=E\A,(k= 1 a2s 0 ) ,证 明 := lmA， U limB,. 
一 天 -mcx ks*- 
证 易 知 EDlimA, 与 limBi , 故 有 EDlimA, U limB.. 
+ ko0 x 人 ce 


下 设 rEE, 若 z+&limA 一 门 UA4, 则 存在 nEN, 当 kn 时 ,有 rEA. 于 是 
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rE U Nn (ENA， ) =limB; ,从 而 ElmA, U limB:, , 故 EClimA. UlimB,. 
n=lk=n Fs La fume koo hrc 
合 之 有 E=limA, UlimB,. 
人 -co 人 -=c 
例 1.6.2 设 Fz) 万 (z), 户 (z)， 太 (zz),… 是 定义 在 R 上 的 实 值 郴 数 ， 
记 !{ 户 (z))} 不 收敛 于 f(z) 的 点 xz 所 组 成 的 集合 为 D. 证 明 : 


D=UAU (zf(r) fon) 1>|. 


证 XED 
兮 存在 e 之 0, 对 任意 nEN, 存 在 k 宇 n, 使 | fi (x) 一 f(x) | 之 e 


己 存 在 iEN, 对 任意 nEN, 存 在 & 宇 n, 使 | f(x) 一 f(z) [> 二 


i 


久 存 在 iEN, 对 任意 nEN, 使 zEU {zx:1fi(z) 一 f(z) | 之 了 
人 存在 iEN, 使 zxE 门口 {z:| 大 Co 一 Ac > 二 | 


OrE U 站 U (zx: [fi(z)— f(z) [> 了 
1 一 1m 一 1 一 站 i 


例 1.6.3 设 映 射 f:X>Y, 且 SCY, 证 明 :f(f71(S))==SNf(X). 

证 ”由 命题 1.2.1 可 知 f(f1(S))CS. 又 由 1(S)CX 知 f(f'(S))C 
fC(X), 所 以 有 fC(f1(S))CSNfCX). 

反之 , 设 yES 门 f(X). 由 yEf(X), 存 在 EX 使 y= 二 f(x). 又 由 yES, 即 有 
XE€Ef 1(S), 得 y= 二 f(z)EfA(f1(S)), 于 是 (f°1(S))DSNf 了 CX). 

合 之 ,得 FCF 广 :(S))=SmFCX). 

例 1.6.4 试 证 明 f:X>Y 是 满 射 当 且 仅 当 : 对 任意 的 BCY, 有 f(f!1(B)) 
一 也 . 

证 ”必要 性 . 对 任意 的 BCY, 由 上 题 知 f(f'(B)) 二 BN 站 f(X), 因 f:X>Y 
是 满 射 , 故 f(X)==Y, 于 是 F( 广 :(B))==BmnFCX)=BnY=B. 

充分 性 . 对 任意 的 BCY, 有 f(f 1(B))=B. 令 B=Y, 则 有 f(f71(Y))=Y. 
因为 广 '(Y) 二 X, 于 是 f(X) 二 了 ,所 以 为 满 射 . 

例 1.6.5 设 映 射 f:X->Y. 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(1) f 是 单 射 ; 

(2) 对 任意 A,BCX, 有 (AnB)=CA)mFCB); 
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(3) 对 任意 ACX, 有 A= 广 !(CFCA))，. 

证 (1) 过 (2): 对 yEf(A) 门 f(B), 存 在 a€EA 使 y= 二 f(a), 存 在 bEB 使 y= 
f(5b). 因 ff 是 单 射 , 必 有 a=6b, 所 以 y€E f(ANMB), 从 而 fCANMB) 必 f(A) 由 1(B). 

再 由 命题 1.2.2 知 FC4AmB)ICFaA)mFB), 所 以 有 FAmB)=AA)mFCB)， 

(2) 一 (3) :对 任意 ACX, 由 命题 1.2.1 知 ACAF1(f(A)), 令 B= (f(A))\ 
4. 因 为 BC 广 :CFA)), 知 FBICAA), 故 FB)=A)mFB)=AmB)= 三 允 ， 
所 以 B=@, 即 A=f1(f(A)). 

(3) 过 (1): 设 a,b6EX 且 a 关 6; 由 (3) 知 5 {a 二 广 1(f((a))), 从 而 f(a) 关 
了 (5). 所 以 了 是 单 射 . 

例 1.6.6 设 映射 f:X->Y. 车 A,BCX, 其 中 A= /1(S),SCY. 试 证 明 : 

~ f(ANMB)=f(A) NB). 

证 只 要 证 f(ANMmB) 汪 f(A)NfCB). 设 yE f(A) 门 f(B), 因 为 y€ f(B)， 
故 存在 TEB 使 y==f(z). 因 为 yEf(A)==f(f"1(S))CS, 故 z€f 1(S)==A. 于 
是 由 x€EANMB, 得 y 二 f(x)Ef(ANMB), 于 是 f(ANMB) 汪 f(A)NNf(B). 

例 1.6.7 设 X 为 无 限 集 , 映 射 f:X 一 XX, 试 证 明 : 存 在 XX 中 的 非 空 真 子 集 EE， 
使 得 f(E)CE. 

证 取 xXEX, 令 yi 二 f(z) ,yz 二 f(y1);y3 王 f(y2) ,yy, 王 (ys-1),…, 得 到 
一 列 Nis ,下 面 分 情况 讨论 : 

(1) 若 存 在 k 关 1, 使 y 二 yi, 令 E={y ;ya3，"… ,Ye-1)， 则 有 限 集 玉 显 然 为 
X 的 非 空 真 子 集 , 且 f(E)CE. 

(2) 若 任 意 & 关 1, 有 了 关 1 , 令 忆 二 {yz ya… ,Ye，"…), 则 集 巨 显然 为 X 的 非 
空 真子 集 , 且 f(E)CE. 

例 1.6.8 证 明 :R: 上 单调 函数 的 不 连续 点 集 为 至 多 可 数 集 . 

证 设 f(z) 为 R' 上 的 单调 递增 函数 ,EF 为 (xz) 的 不 连续 点 集 . 对 每 个 xE 
E, 取 开 区 间 (f(x 一 0), f(x 十 0)) 中 一 个 有 理 数 x, 与 之 对 应 , 则 这 个 对 应 是 从 三 
到 有 理 数 集 Q 的 一 个 单 射 . 所 以 EQ, 从 而 可 得 玉 为 至 多 可 数 集 . 

例 1.6.9 设 工 是 平面 上 的 一 族 圆 ,其 中 任意 两 个 圆 互 不 相交 , 则 了 为 至 多 可 
数 集 . 

证 记 @ 为 平面 上 有 理 点 全 体 , 对 每 个 圆 AET， 在 圆 A 中 取 定 一 个 有 理 点 
作为 CA) , 则 FT->Q: 是 单 射 , 故 PF< @ 一 Wo. 
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例 1.6.10 设 芽 是 平面 上 的 一 族 圆周 ,其 中 任意 两 个 圆周 互 不 相交 , 则 工 为 
至 多 可 数 集 吗 ? 

解 不 一 定 . 设 醋 是 平面 上 以 原点 为 中 心 的 同心 圆周 的 全 体 , 则 工具 连续 基 
数 c. 

例 1.6.11“ 设 工 是 平面 上 一 切 圆 所 成 之 集 , 则 工具 连续 基数 c. 

证 ” 记 正 实数 集 为 R'. 对 AET, 若 A 的 圆心 为 (a,6) ,半径 为 ~, 令 f(A)= 
(qa.b,7), 则 f:T>R?XR' 是 双 射 . 因为 R* XR' 具 连续 基数 c, 所 以 T 具 连续 基 
数 c. 

例 1.6.12 设 ECR', 若 王 中 任意 两 点 间 的 距离 是 有 理 数 , 则 五 为 至 多 可 

证 不 妨 设 记 中 的 点 不 全 在 一 条 直线 上 , 取 不 共 线 的 三 点 a,6b,cEE, 记 正 有 
理 数 集 QT 二 {ri ,ros , 记 点 工 与 y 的 距离 为 |x 一 y| ,对 i,j,kEN, 记 

A={zxER :|zx—a|l=n},B={(xER .|z—b|=7n},G={zER :|zx—c|=n}. 

令 Hi 一 ANB,NCi, 则 有 ECU UU Hi 因为 4 ,Bi,C 中 任意 两 个 集 
的 交 为 空 集 、 单 点 集 或 圆周 ,所 以 可 证 瓦 ;六 至 多 含 两 个 点 ,从 而 可 得 已 为 至 多 可 

例 1.6.13 设 f(z) 是 定义 在 Ri 上 的 实 函 数 , 如 对 每 个 zER' ,存在 6 二 0， 
使 当 |x 一 zo 过 6 时 ,有 f(x) 宇 f (zo). 证 明 :E=f(R!) 是 至 多 可 数 集 . 

证 对 yEE, 在 广 "'(y) 取 定 一 点 xy, 选取 含 ,的 开 区 间 (a,,b,) 且 端点 为 有 
理 数 ,使 当 zE (a,,b,) 时 有 f(z) 之 f(x,) 二 y. 现在 令 p(y) 二 (a,,b,)EQXQ, 则 
g:E~QXQ 是 单 射 . 

事实 上 ,对 任意 yzE 巨 且 y 天 z, 若 有 PCy) 一 p(z),， 即 (ay,p) 一 (ap-). 由 
XE(ayb,) 二 (a,.,60.), 故 y= 二 f(z,) 宇 f(z) 二 z. 同 理 可 证 z 之 y. 故 y 一 z, 得 矛盾 ， 
所 以 p 为 单 射 ,从 而 可 得 E<QXQ= Si. 

例 1.6.14 平面 上 集 Q& 中 的 点 称 为 有 理 点 ,证 明 : 平 面 上 存在 不 含有 理 点 的 
圆周 . 

证 〈 反 证 法 ) 若 任何 圆周 皆 含 有 理 点 . 把 中 心 在 原点 ,半径 为 7 的 圆周 记 为 
S,, 对 每 个 rE (0, 十 ce) ,在 圆周 S, 上 取 一 个 有 理 点 记 作 (7), 则 太 (0, 十 ceo) 一 


CQ 是 单 射 ,所 以 有 c= 二 (0, 十 wo) 过 @ 一 ,得 矛盾 . 
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例 1.6.15 设 了 为 Le,o 上 一 切实 函数 所 成 之 集 , 则 了 工 的 基数 为 2. 
证 设 玉 是 [a,6b] 的 任 一 子 集 , 令 本 中 的 元 
DO ee 
0, xXxE[a,bl\E, 

与 之 对 应 , 则 得 到 从 [La,6j] 的 窜 集 到 工 的 一 个 单 射 ,而 [ce,o 的 震 集 的 基数 为 2 , 故 
2<T 

另 一 方面 ,对 每 个 fET, 令 平面 R 的 子 集 {(x, jz)):zE[La,po) 与 之 对 应 ， 
则 得 到 从 械 到 R? 的 寡 集 的 一 个 单 射 ,而 R? 的 寡 集 的 基数 为 2 , 故 Ps 2 

合 之 ,有 工 一 2 

例 1.6.16 设 巨 是 平面 R 中 的 可 数 集 , 则 存在 互 不 相交 的 集 A 与 已 ,使 下 一 
AUB, 生 任 一 平行 于 xz 轴 的 直线 交 A 至 多 是 有 限 集 , 任 一 平行 于 y 轴 的 直线 交 也 
至 多 是 有 限 集 . 

证 因 玉 是 可 数 集 , 故 存在 HH=((zi,yj) ER :i 二 1,2,…;j 二 1,2,…) 使 
ECH, 令 

A={(zxi,y;) EE:i<I} ,B={(zx;,y;) EE:i)). 

则 天王 AUB,A 门 B= 包 .注意 到 平行 于 工 轴 的 直线 y 二 多 交 A 至 多 j 个 点 ,平行 
于 y 轴 的 直线 x 二 zx; 交 B 至 多 i 一 1 个 点 ,而 除 此 以 外 平行 于 坐标 轴 的 直线 与 上 篆 
不 相交 ,所 以 集 A 与 B 满足 要 求 . 

例 1.6.17 设 瑟 是 R 中 可 数 集 , 对 任意 的 a€ER!, 记 EE 二 {la} 二 {x 十 a:X€ 
E}. 证明; 存在 数 4, 使 Ef (E 二 {a)) 二 0 

证 因为 玉 是 可 数 集 , 故 卫 二 {x 一 y:z,yEE) 为 可 数 集 ,从 而 可 取 a 儿 及 . 阁 
有 XxXEEN(CE 二 {a)), 则 XxXEE 及 XEE 二 (a). 取 vyEE, 使 z= 二 y 十 a,; 于 是 4 二 x 一 y 
EE 也 ,得 矛盾 ,所 以 必 有 Ef(E 十 {a}) 二 2. 


例 1.6.18 设 A=UA,, 若 A=c, 则 至 少 有 一 个 集 A, 的 基数 是 <. 


证 车 对 任意 的 n 有 A,<c. 因 A 一 ,由 定理 1. 5.4 知 实数 列 全 体 R* 具 连续 基 
数 c, 可 作 双 射 ;AR™. 对 每 个 n, 记 f(A,) 二 B,, 则 R” = UB, , 且 有 B, 王 A, < 
对 每 个 ,构造 映射 p,:R™ 一 R 如 下 : 


对 X= (Xl 2 本 ER™ ; 令 pr (TX)=x,. 


则 由 pn iB.—p,.(B, ) 为 满 射 , 知 义 ， (B,)<B,<c. 于 是 存在 Vn = 及 ， 使 Vn Ep, (B, 入 
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今 考虑 Re 中 的 元 y 一 (my ,yy，"*) ,对 每 个 n 有 yy, 针 p,(B,), 故 y 儿 B,, 于 是 


y& UB, 一 R” ,得 矛盾 

例 1.6.19 试 将 自然 数 集 分 成 c 个子 集 ,使 得 任意 两 个 子 集 均 有 严格 的 包含 

解 ” 记 0 = {yr 对 每 个 x E (0, 十 0), 令 NN = 
(REN:mE(XT)NQ), 则 N 二 UN 显然, 当 xz<y 时 有 N.CN,. 

例 1.6.20 设 f(z) 在 (a,5) 内 可 微 ,车 除了 可 数 集 外 ,有 了 (zx) 二 0, 证 明 : 
f(x) 二 c( 常 数 ). 

证 若 存 在 s€ (a,b) 使 得 六 (3)==! 关 0, 不 妨 设 1>0, 记 EE={z:0<f (x) 过 
小 , 则 由 数学 分 析 中 的 达 布 定理 知 六 :E>(0, 四 是 满 射 , 故 E 之 00, 人 ,从 而 可 得 {zx: 
六 (zx) 关 0} 不 可 数 ,得 矛盾 . 所 以 f(x) 在 (a,b) 内 处 处 有 了 (x) 二 0, 知 (x) 二 c( 党 
数 ). 
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习题 一 


要 证 明 :(ANB， ) 出 (AN\B;) 王 (A 门 A， )\(B UB, a 
2. 证 明 : (UAD)\(UB)CU AN\B). 
2EA iEA 2EA 


3. 证 明 : (UA)XB=U (AsXB) 

4. 设 映 射 f:X>Y,ACBCX, 证 明 :f(B)\f(A)Cf(B\A). 

5. 设 映 射 F:X-Y,ACBCY ,证明 : 广 :CBN\A)= 广 CBN (A). 

6. 设 f:X->Y 是 单 射 , 则 有 f(A) 二 fA;). 

7. 设 f:X>Y;g:Y->X. 若 对 任意 的 TEX, 必 有 g[f(z)] 二 zx, 则 了 是 单 射 ,g 
是 满 射 . 

8. 若 (A\B) 一 (BAA) ,证 明 :A 一 B. 

9. 对 任意 两 个 基数 ,8, 证 明 下 述 三 个 关系 ,至 多 成 立 一 式 :e<p8,a 一 8,o>> 有 

10. 试 作 双 射 f:[0,1]->(0,1). 

11. 证 明 : 全 体 代数 数 ( 整 系数 方程 的 根 ) 所 成 之 集合 是 可 数 集 . 

12. 设 ECR: , 若 对 任意 的 矩形 1, 集 EMT 为 可 数 的 ,证 明 :E 是 可 数 集 . 

13. 设 了 是 R: 中 的 一 族 三 角形 ,车 每 个 三 角形 的 项 点 为 有 理 点 , 则 本 是 至 多 


14. 设 T 是 R? 中 的 一 族 和 矩形 , 若 其 中 任意 两 个 矩形 互 不 相交 , 则 本 是 至 多 可 


15. 设 ECR ,车 巨 中 任意 两 点 间 的 距离 大 于 1, 证 明 :E 是 至 多 可 数 集 . 

16. 设 ECR:, 若 瑟 中 任意 两 点 间 的 距离 为 有 理 数 ,证 明 : 忆 是 至 多 可 数 集 . 

17. 证 明 :[L0,1j 中 的 全 体 无 理 数 所 成 之 集合 具 连 续 基数 c. 

18. 证 明 :全 体 超越 数 所 成 之 集合 具 连 续 基 数 c. 

19. 设 E 是 Ri 中 的 不 可 数 集 , 则 存在 以 原点 为 中 心 的 一 个 球 , 它 包含 下 中 不 
可 数 个 点 . 

20. 设 丁 为 直线 上 所 有 开 区 间 的 全 体 , 证 明 :T 具 连续 基数 <. 

21. 设 E=AUB,E=c, 则 A 与 B 中 至 少 有 一 集 的 基数 为 c. 
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22. 试 作 双 射 f:[0,1]->R. 
23. 试 作 双 射 f:R 一 R\Q&. 
24. 设 ECR 为 可 数 集 , 试 作 R 上 的 递增 函数 f(x) ,使 f(x) 的 不 连续 点 集 恰 


25. 证 明 : 不 存在 定义 在 R 上 的 连续 函数 f(z), 使 f(R\Q)CQ 友 ff(Q) 
26. 设 f(z) 在 R 上 可 微 , 且 除 可 数 集 外 ,有 户 (z) 盖 0, 证 明 : f(x) 是 严格 递增 


27. 设 f(z) 在 闭 区 间 [0,1j 上 连续 ,在 开 区 间 (0,1) 内 可 微 , 且 除 可 数 集 外 ,有 
广 (z) 二 1, 证 明 : f(x)=x. 

28. 记 了 为 在 R* 上 定义 的 二 元 连续 函数 f(x,y) 之 全 体 ,证 明 :T 具有 连续 基 
数 c. 

29. 设 械 为 自然 数 的 一 切 严 格 单调 序列 所 成 之 集 , 则 工具 连续 基数 <. 

30. 设 了 为 自然 数 集 N 的 无 限 子 集 全 体 , 则 本 具 连 续 基数 c. 

31. 设 {z,) 为 一 序列 ,其 中 的 元 素 彼此 不 同 , 则 它 的 子 序 列 全 体 组 成 基数 为 c 
的 集 . 

32. 设 械 为 实数 集 R 的 所 有 有 限 子 集 所 成 之 集 , 则 工具 连续 基数 c. 

33. 证 明 :平面 上 存在 边界 线 上 不 含有 理 点 的 正方 形 . 

34. 设 a,5€E R\Q ,ao 天 0, 则 存在 联结 ,2 且 不 含有 理 点 的 折线 . 


> 
区 
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2 dbbb 集 


本 书 的 研究 对 象 是 定义 于 7 维 欧 氏 空 间 R" 或 R" 的 一 类 子 集 上 的 一 类 实 值 涵 
数 . 这 类 子 集 和 这 类 函数 与 R" 的 拓扑 有 关 . 因而 我 们 首先 要 学 习 R" 中 与 拓扑 有 
关 的 各 种 子 集 的 结构 与 性 质 . 


2.1 nn 维 欧 氏 空间 


在 直 积 集 R" 中 定义 加 法 与 数 乘 运算 : 
设 并 一 (ZIl 9 位 2 9 Tn) Y= (Yl ».Y2 yy AER, 则 定义 


加 法 Xz 十 y 二 (zi 十 yyTs 十 ya 十 y); 
数 乘 “AZz 王 (CAzl zs ，…AZn)， 
在 上 述 两 种 运算 下 ,R?* 构成 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 . 称 z 一 (ziyzz，…，zn) 
为 R" 中 的 向 量 或 点 , 称 zx; 是 点 之 一 (zz zi) 的 第 上 个 坐标 . 
对 工 一 (za 记 | 并 | 一 (好 十 过 十 … 十 妇 ), 并 称 | 工 | 为 向 量 工 的 模 


或 长 度 . 
有 了 加 法 与 数 乘 后 ,自然 就 有 减法 :XxX 一 y 二 ZX 十 (一 y) 二 (zi 一 yyX2 一 Ys") 
zs — y). 
对 Re 中 任意 两 个 元 工 与 y， 定 义 d(xsy) 二 |x 一 y|, 则 有 下 述 性 质 成 立 ; 
(1) 非 负 性 d(x,y) 宇 0,d(zx,y) 一 0Gr 二 y; (2., 1) 
(2) 对 称 性 d(x,y) 二 d(y,X); (2. 2) 
(3) 三 角 不 等 式 d(x,y) 人 d(x,z) 十 d(z,y). (2. 3) 


于 是 在 R" 中 定义 了 距离 4, 即 (R",d) 为 距离 空间 .赋予 这 样 的 距离 ,我 们 称 R” 为 
n 维 欧 氏 空 间 . 

定义 2.1.1 设 zxoER",6 二 0, 称 集合 {XER”: |x 一 zo | 过 6) 为 以 xo 为 中 心 ， 
以 $ 为 半径 的 开 球 ,也 称 为 zo 的 球 邻 域 , 记 为 B(xo,6). 称 集合 {XER": |zx 一 zz | 
去 和) 为 以 zo 为 中 心 , 以 8 为 半径 的 闭 球 , 记 为 BCzo ,6). 


下 面 的 命题 是 显然 的 . 

命题 2.1.1 设 B(z,6)CR', 则 对 任意 yEB(z,6), 可 取 7r 之 0, 使 BG(y,7) 
CB(z,0). 

除了 开 球 和 闭 球 以 外 ,我 们 还 需要 下 述 矩 体 的 概念 . 

定义 2.1.2 ~ 设 I(k 二 1,2,3,…,n) 为 区 间 , 则 称 直 积 集 I 二 了 XIX… Xl 
为 矩 体 ; 若 每 个 玉 为 开 区 间 , 称 直 积 集 了 为 开 和 天体 ; 若 每 个 到 为 团 区 间 , 称 直 积 集 
7 为 闭 矩 体 ; 若 每 个 1 为 半 开 区 间 , 称 直 积 集 工 为 半 开 和 矩 体 ; 若 每 个 到 为 左 开 区 
间 , 称 直 积 集 了 为 左 开 和 矩 体 . 特别 地 , 若 矩 体 工 所 有 的 到 长 度 相 等 , 则 称 为 方 体 . 

和 矩 体 工 的 体积 是 它 的 边 长 的 乘积 , 记 作 | 了 |. 

定义 2.1.3 设 ECR", 记 diam(CE) 一 sup{(|z 一 y| :zyE), 它 被 称 为 集 已 
的 直径 . 若 diam(E) 一 cc , 则 称 瑟 为 有 界 集 . 

设 ECR", 则 是 有 界 集 当 且 仅 当 :存在 M>0, 使 得 任意 zEE, 有 |x1 志 MM. 

定义 2.1.4 设立 ER"(GR 一 1,2,…), 若 存在 ZER' ,使 得 lim | zt 一 zo 上坟 
则 称 点 列 {ze) 在 R" 中 收敛 于 zo, 称 xo 为 点 列 {ze} 的 极限 , 记 为 limzi 二 xo( 或 x 


一 ~Z0 ) 。 
若 设 一 (z 多 ,x 因 ,xz) Ck 一 0,1,2,…), 则 有 | 一 z01? 一 岂 |z 交 一 


于 是 


lim|x zo | =0Slim|z™ 一 Xi |=0(1=1,2,° ,nn). 


即 R" 中 点 列 的 收敛 性 可 以 归结 到 每 个 坐标 所 形成 的 数列 的 收敛 性 . 


2.2 开 集 与 内 点 


定义 2.2.1 设 ECR",zEE 若 存在 $>>0, 使 B(z,0)C, 则 称 工 是 已 的 内 
点 . 巨 的 内 点 的 全 体 称 为 眉 的 内 核 , 记 为 (或 EE). 

对 任意 ECR" ,显然 有 ECE. 

例 2.2.1 Ri 中,[a, 杂 一 (ao 人,[a,0" 一 (0,Q=g 人 (CaOnaQ) "= 他. 


定义 2.2.2 设 GCR", 若 对 任意 zEG, 工 是 G 的 内 点 , 则 称 G 是 开 集 . 同时 
我 们 规定 空 集 包 是 开 集 . 
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例 2.2.2 直线 R' 中 的 开 区 间 是 开 集 ,空间 R" 中 的 开 球 和 开 矩 体 都 是 开 集 . 
下 面 的 引 理 是 显然 的 ,读者 可 自行 验证 . 
引 理 2.2.1 设 GCR” 为 非 空 . 则 下 列 条 件 等 价 : 


(1) G 是 开 集 ;(2) G=G;(3) 对 任意 zEG, 存 在 6>0, 使 B(x,8)CG. 

定理 2.2.2 关于 开 集 有 如 下 性 质 : 

(1) 名 与 R" 是 开 集 ; 

(2) 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 

(3) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

证 (1) 显然 . 

(2) 设 {C, js 是 一 族 开 集 , 设 xE 日 Ci ,存在 EA, 使 YEG. 因为 Gu 是 开 
集 ,存在 5>0, 使 B(x,6)CG , 则 B(x,6)CG CUG, 由 引 理 2.2.1, 知 UG, 是 
开 集 . 

(3) 设 Gi,Gs 是 开 集 , 若 zEGnG, 则 zEG 且 zEGs, 故 存在 0 >>0 与 
2 >0, 使 BCz,OD)COGI 与 B(z,6)CG 成 立 . 令 6 一 min(0 ,06), 则 B(x,6)CG 
门 G; ,所 以 由 引 理 2. 2. 1 , 知 Gi 门 Gs 是 开 集 . 

R" 赋予 如 上 所 指定 的 开 集 族 成 为 一 个 拓扑 空间 ,这 是 一 个 由 欧 几 里 得 距离 d 
所 生成 的 拓扑 ,也 称 为 R" 上 的 常用 拓扑 . 


命题 2. 2. 3 ”对 于 任意 集 ECR" ,已 是 开 集 ， 

证 因为 空 集 是 开 集 , 故 只 要 考虑 EE 为 非 空 的 情况 . 设 zEE, 存 在 >0, 使 
B(z,6)CE. 对 任意 yE B(x,6), 可 取 7>0, 使 BCy,7)CB(z,6)CE, 故 yEE, 于 
是 有 B(z,6)CE. 由 引 理 2.2.1, 知 户 是 开 集 . 


命题 2.2.4 设 EE,ECR', 则 (1) ECE,=>ECE;(2) (ENE)=B NE; 
(3) (E )°=—E®. 
证 (1) 显然 


(2) 由 (OD 可 知 (BNEB) CE ,ENE)' CE, 故 (BEE) "CE 门 包 . 另 一 方 


面 ,车 xE 甩 门户 , 则 由 命题 2. 2. 3 及 定理 2. 2. 2 知 访 门 成 是 开 集 , 故 存在 56>0, 使 
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BC(z,DCEB NCE NE, 从 而 有 xzE CE 门 E)", 所 以 CE 站 BE) 沪 ENNB. 


(3) 由 命题 2. 2. 3 知 天 是 开 集 ,再 由 引 理 2. 2. 1 知 (E) "一 到 

定义 2.2.3 设 G 是 直线 R' 中 的 开 集 , 铬 开 区 间 (a,6)CG, 且 端点 ,2 不 属 
于 G, 称 (a,0) 为 G 的 构成 区 间 . 注意 ,这 里 a 可 以 是 一 cp, 可 以 是 十 oo. 

引 理 2.2.5 设 G 是 R' 中 的 开 集 , 则 G 中 每 一 点 必 属 于 G 的 一 个 构成 区 间 . 

证 设 IEG, 因 G 是 开 集 , 故 存在 r>0 使 (x 一 r,z 十 r)CG. 令 

a=in{f{s:(s,7)CG} ,0=sup{t: (x,t) CG). 

则 可 证 (ab 为 G 的 构成 区 间 , 且 有 zE (a,6). 

引 理 2.2.6 设 G 是 R' 中 的 开 集 , 则 G 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 互 不 
相交 . 

证 设 (a,o) 与 (c,d) 是 G 的 两 个 构成 区 间 , 若 他 们 相交 , 取 zE(aypo) 门 (c， 
d), 则 有 a 过 x 过 b,c 过 x 过 4. 若 a 过 cy 则 cE (a,x)CG, 此 与 (c,d) 是 G 的 构成 区 间 
矛盾 , 故 必 a>c. 同 理 可 得 c 之 a, 即 有 a 二 c. 类 似 可 得 0 二 qd, 从 而 可 得 (a,0) 与 (c， 
dd) 相同. 

定理 2.2.7(R' 中 开 集 的 构造 定理 ) R: 中 的 非 空 开 集 G 是 至 多 可 数 个 互 不 
相交 的 构成 区 间 之 并 . 

证 由 引 理 2. 2.5 知 非 空 开 集 C 是 它 的 所 有 构成 区 间 之 并 ,再 由 引 理 2. 2. 6 
知 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 互 不 相交 ,所 以 这 族 开 区 间 是 至 多 可 数 的 ( 见 第 一 章 例 
1; 467. 

定理 2.2.8(R" 中 开 集 的 构造 定理 ) R" 中 的 非 空 开 集 G 是 可 数 个 互 不 相交 
的 半 开 方 体 之 并 . 

证 为 书写 方便 ,以 非 空 开 集 GCR? 的 情况 来 证 明 . 

对 每 个 自然 数 , 作 平面 上 的 直线 网 z 一 支 CE Z),y 一 支 C(E 2) ,把 平面 R 


分 割 成 可 数 个 边 长 为 去 的 左 开 正方 形 ,其 全 体 记 为 Pi, 令 [= U{IE :ICG) , 则 


T 为 至 多 可 数 集 , 且 可 证 
G=U{I:.IET). (2. 4) 
事实 上 ,G 汪 U1{I1:1ET} 是 显然 的 . 另 一 方面 , 设 zxEG, 由 C 为 开 集 ,存在 6 二 0, 使 


B(z,6)CG. 因 为 中 的 正方 形 的 边 长 元 ~0Ck>oo) , 故 存在 如 及 T 中 的 一 个 
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正方 形 1 使 iEICB(z,6)CG. 于 是 xEU{I:ITET}), 从 而 有 GCU{I:TET), 所 
以 G=U{I.IET). 
对 工 中 的 任意 两 个 左 开 正方 形 1, ,车 I 门 ] 关 名 , 则 必 有 :ICJ 或 1 必 J 令 
二 {TET: 存 在 JET, 使 1 是 J 的 真子 集 } ,T= 二 TT\T. 
则 有 G=U{I:TETI). 因 为 了 中 的 元 是 互 不 相交 的 ,于 是 开 集 G 是 至 多 可 数 个 互 
不 相交 的 左 开 正 方形 之 并 . 再 注意 到 有 限 个 左 开 正方 形 之 并 不 是 开 集 ,所 以 G 必 
定 是 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 正 方形 之 并 . 


2.3 闭 集 与 极限 点 


定义 2.3.1 设 FCR". 若 严 =RAF 是 开 集 , 则 称 下 是 闭 集 . 

例 2.3.1 直线 R' 中 的 闭 区 间 是 闭 集 ,空间 R”" 中 的 财 球 和 闭 矩 体 都 是 闭 集 . 

引 理 2.3.1 设 FCR”, 则 下 是 闭 集 当 且 仪 当 : 对 任意 xK 下 ,存在 6 二 0, 使 
B(z,0) 门 上 一人. 

证 下 是 闭 集 人 OF' 二 R"\F 是 开 集 

信任 意 xEF ,存在 6>0, 使 B(x,6)CF 
全 任意 zx&F, 存 在 6>0, 使 B(z,0) 首 FV. 

定理 2.3.2 关于 闭 集 有 如 下 性 质 : 

(1) 好 与 R" 是 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(3) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

证 ”由 定义 2. 3. 1 和 定理 2. 2. 2 即 得 . 

定义 2.3.2 设 ECR",zER". 若 对 任意 9>0, 有 (BCz,6)N{zh 门 下 天 蕊 : 则 
称 点 z 为 E 的 极限 点 .的 极限 点 的 全 体 称 为 E 的 导 集 , 记 为 EE. 称 并 集 EUE 为 
玉 的 闭 包 , 记 为 E( 或 EE ). 

对 任意 ECR" ,显然 有 ECE. 

例 2.3.2 在 Ri 中 ,(a,6)’ [4,0],[a,6) 二 [4,0],Q=R,(a;D) 门 Q=[a,t]. 

定理 2.3.3 设 ECR", 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(1) xEE; 

(2) 对 任意 ft>0,B(Cz,6) 门 瑟 为 无 限 集 ; 
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(3) 存在 巨 中 的 互 异 点 列 Xk} ,使 得 limz 一 zz, 
证 (1) 过 (2):( 反 证 法 ) 若 存在 6>0, 使 B(z,6) 门 EF 为 有 限 集 .因为 +EE'， 
可 以 知道 (B(x,0)\{z})) 门 E 关 C2, 令 
r=min{ |x—y|:yE (B(x,O\{r NE}. 
由 于 (B(xz,6)\{zx)) 门 为 不 包含 x 的 有 限 集 , 故 人 0. 由 此 导致 (B(x,7)\{x)) 门 
E== 名 ,此 与 xEE 节 盾 . 
(2) =>(3): 先 取 z EB(z,1DNE, 再 取 zz€ (B(x 六) 人 BE)\{z). 以 此 类 推 ， 


取得 mmE (B(z, 荆 JmE)JNz vayyzcijt=1,2,3,… 则 易 知 {zx} 为 已 中 的 互 
异 点 列 , 且 有 Timzr 一 工 . 

(3) 二 (1): 设 有 EE 中 的 互 异 点 列 {z4}) ,使 limzs 一 zx, 则 对 任意 6 二 0, 存 在 ko EE 
N, 当 k 宇 ko 时 ,有 |zi 一 X16. 取 k 之 ko 年 x 了 关 z, 则 (B(x,)\{z)) 站 ED{zi} 关 
.所 以 有 ZXEE.. 

引 理 2.3.4 设 巨 ,E,CR”, 则 

(1) EICE,—>E) CE,’; 

(2) (EUE:)=E'UE;,.. 

证 ” (1) 显然 . 

(2) 由 (可 知 EICCEBUE,)’ ,EC(EUE)’, 故 EUE,C(E UE,) 
另 一 方面 ,着 Xx& EUE', 即 xE' 且 xE,', 故 存在 人 这 0, 使 B(r,61) 站 Ei 为 
有 限 集 ; 又 存在 6 记 0, 使 B(z,6;) 门 E; 为 有 限 集 . 令 6 二 min{6,6), 则 B(x,6) 门 
(EiUE;) 为 有 限 集 . 所 以 x (EUE) ,从 而 可 得 (ELUE;) CE UE,.. 

定理 2.3.5 设 FCR", 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 下 是 闭 集 ;(2) FCF;(3) FF;(4) 车 下 中 的 点 列 {z) 收 敛 于 zx, 则 xEK. 

证 (1) 入 (2): 设 下 是 闭 集 ,着 XfF, 由 引 理 2. 3. 1 知 存在 S>0, 使 B(x,6) 
门 F 二 .再 由 定理 2.3.3 知 x&KF ,所 以 有 FCF. 

(2) >(3):F=FUF =F. 

(3) 二 (9D: 设 下 中 的 点 列 {zx} 收 化 于 ,车 +KF, 由 limxi 一 x, 可 知 对 任意 6 
二 0, 存 在 k EN, 当 k 之 ko 时 ,有 |xs 一 z+|<<6, 于 是 有 (B(x,S)\{x}) 由 FD{xi) 关 
名 ,从 而 可 得 x€E WCF= 下 ,得 到 矛盾 ,所 以 必 有 xEF. 
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(4) 二 (1) :车 下 不 是 闭 集 ,由 引 理 2. 3. 1 知 ,存在 z 红 下 ,使 对 任意 的 S 盖 0, 有 
BCz,HNF#G. 取 zxEB(z, 广 人 FC 一 1,2,3,…) ,得 到 下 中 的 点 列 (x4), 显然 
有 limz 二 zx, 由 (4) 知 zEF, 得 矛盾 . 

命题 2.3.6 任意 集 ECR", 则 EF’ 与 E 皆 为 闭 集 . 

证 设 zE(CE) ,对 任意 56>0, 因 为 BCz,O)N 站 EE' 关 名 , 取 点 yEB(zr,) 门 E'， 
再 取 人 0, 使 B(y,rCB(Cz,6). 由 yE 已 以 及 定理 2.3.3, 可 知 BCy,r) 门 已 为 无 
限 集 ,从 而 可 得 B(z,9) 门 下 为 无 限 集 . 所 以 再 由 定理 2. 3.3 知 zEE ,从 而 有 (CE ) 
CE' ,由 定理 2. 3.5 知 E 是 闭 集 . 

再 由 (E)' 二 (EUE')' 二 EU (EE) 二 ECE, 知 E 是 闭 集 . 

命题 2.3.7 设 饭 ,EsCR”, 则 

(1) E,CE,—>E ChE,; 

(2) EUE,=E,UE,; 

(3) (E) =E. 

证 〈1) 显然 . 

(2) E1 UE:= (EUE:)U (EUE,)= (EUE,)U (EUE,) 

=(EUE')U (EUE,)=EUE 

(3) 由 命题 2. 3. 6 知 E 是 闭 集 ,再 由 定理 2.3.5 知 (E)- 一 无 . 

例 2.3.3 设 下 为 R' 中 的 有 界 闭 集 , 记 a==infF,6 二 supF, 则 a,bEF. 

证 在 下 中 取 点 列 {z), 使 limzi 二 a, 由 定理 2.3.5 知 a€F. 同 理 有 6bEF. 

例 2.3.4 设 A,BCR", 则 A\BCA\B. 


证 A\BCAUB\B=BUC(A\B)\B=(BUA\B))\BCA\EB. 


命题 2.3.8 设 ECR", 证 明 : 包 = 一 E .这 里 ,E”' 表 示 ((E)-)“, 即 EE 的 余 集 
的 闭 包 的 余 集 . 
证 zxEEF 久 存 在 6>0, 使 B(x,6)CEG 存在 9>0, 使 应 门 BCz,9) 一 弛 
OrE¢E OrEE.. 
注意 ,本 题 还 可 改 述 为 :所 ‘一 Fr, 或 EF 二 Er"', 或 E 二 E*. 
例 2.3.5 直线 R! 上 既 开 又 闭 的 集合 仅 有 空 集 Z 与 Ri'. 
证 设 集合 A 为 直线 R! 上 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 . 由 开 集 的 构造 定理 ,A 为 
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它 的 构成 区 间 之 并 ,A 二 (a, 扩 ). 因 A 了 RR , 故 存在 使 (a ,b) 取 民 .不 妨 设 一 oo 一 
a 过 二 co, 由 A 为 闭 集 知 aiE (a,b) CACA. 另 一 方面 , 因 (aw ,bi) 是 开 集 A 的 构 
成 区 间 , 故 路 钳 A, 得 矛盾 ,所 以 直线 R 上 不 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 . 

定义 2.3.3 设 ECR', 若 zEENE , 则 称 点 xz 是 EF 的 孤立 点 . 

不 难 知道 ,z 是 巨 的 孤立 点 当 且 仅 当 :存在 9>0, 使 BCz;9) 门下 一 (4z)}. 

定义 2.3.4 设 ECR"”, 夺 是 可 数 个 闭 集 的 并 集 , 则 称 玉 为, 集 ; 硅 玉 是 可 
数 个 开 集 的 交集 , 则 称 五 为 心 集 . 

显然 :为 F, 集 人 SE 为 G 集 .通常 还 称 一 个 集合 为 Fs 集 , 若 它 可 以 表示 成 可 
数 个 F 集 的 交 ; 称 一 个 集合 为 Gs 集 , 略 它 可 以 表示 成 可 数 个 G; 集 的 并 . 

例 2.3.6 有 理 数 集 Q 是 F, 集 ,无 理 数 集 R\Q 是 G; 集 . 

证 有 理 数 集 是 可 数 集 , 记 Q 一 (ni,72,…,7，…) , 则 Q 一 U {re} ,而 每 个 单 点 
集 {x ) 是 闭 集 , 所 以 有 理 数 集 Q@ 是 F 集 ,从 而 可 得 无 理 数 集 R\Q 是 Cs 集 . 

定义 2.3.5 设 X 为 一 个 集合 ,Q 为 X 的 一 些 子 集 所 组 成 的 集 族 , 它 满足 下 
述 条 件 : 

() GEQN; 

(i 着 AEQ, 则 A‘EQ; 

(Gi) 著 AEQ,n=1,2,…, 则 UAsE 9. 

那么 我 们 称 Q 是 X 上 的 一 个 c -代数 . 

可 以 证 明 对 于 XX 的 任 一 个 子 集 族 下 总 存在 一 个 包含 械 的 最 小 的 o -代数 0. 
我 们 称 这 个 o -代数 Q 是 由 了 工 生成 的 c -代数 . 

定义 2.3.6 由 R" 中 所 有 开 集 组 成 的 开 集 族 所 生成 的 c -代数 , 称 为 Borel 
5- 代 数 ,其 中 的 元 称 为 Borel 集 . 

容易 看 到 :R" 中 的 闭 集 、. 开 集 、 忆 集 、G; 集 、F; 集 、G3 集 等 都 是 Borel 集 . 


2.4 ” 闭 集 套 定理 与 覆盖 定理 


引 理 2.4.1 设 {xi) 为 R" 中 的 有 界 点 列 , 则 {zx} 必 有 收敛 子 列 . 
证 ”以 R? 的 情况 来 证 明 . 设 x 二 Caw,B4) (4 二 1,2,3,…), 因 为 {ay) 是 Ri 中 的 
有 界 点 列 , 故 存在 收敛 子 列 {ax }. 又 因为 {5 } 是 R' 中 的 有 界 点 列 , 故 存在 收敛 子 
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列 (b 这 时 (as ) 仍 收敛 . 于 是 {zx} 存 在 收敛 子 列 {zu, }. 若 把 上 述 证 明 推 广 到 
R" 的 情况 ,并 无 本 质 上 的 困难 . 

定理 2.4.2 设 已 是 R' 中 的 有 界 无 限 集 , 则 巨 至 少 有 一 个 极限 点 ， 

证 ”因为 巨 是 无 限 集 , 在 巨 中 可 取出 互 异 点 列 { 立 } ,再 由 引 理 2. 4. 1 知 有 界 
点 列 {z} 存 在 收敛 子 列 {zu ), 设 limzs =z, 则 zxEE” 

定理 2. 4.3(Cantor 闭 集 套 定理 ) 奉 {F) 是 R" 中 的 非 空 有 界 递减 财 集 列 : 
FOF OOF ON Fg. 

证 取 zEFi(k 二 1,2,3,…). 显然 ,每 个 zx, 都 属于 有 界 集 靖 .由 引 理 2.4.1 
知 有 界 点 列 {x} 存 在 收敛 子 列 {zx ) , 设 limzi 二 x. 对 每 个 A, 当 态 > 时 ,有 ze E 
Fi CF,. 因为 Fi 是 闭 集 ,由 定理 2. 3. 5 知 zxE 到 ,所 以 有 xzE Fi, 即 们 Fz2. 

定义 2.4.1 设 ECR", 若 "一 {Gjxes 是 R" 中 的 一 个 开 集 族 , 且 有 EC UG,， 
则 称 工 是 EE 的 一 个 开 覆 盖 . 当 本 是 可 数 集 或 有 限 集 时 ,分 别称 醋 为 可 数 开 覆 盖 或 


有 限 开 覆 盖 . 
设 工 是 巨 的 一 个 开 履 盖 , 若 P 的 子 族 To 仍 是 的 开 履 盖 , 则 称 Pu 是 了 的 一 
个 子 覆 盖 . 


定理 2. 4. 4( 可 数 履 盖 定 理 ) R” 中 点 集 E 的 任 一 开 复 盖 均 含 一 个 可 数 子 
覆盖 . 

证 设 T 二 {Ges 是 玉 的 开 和 覆盖 ,对 每 个 xEE, 存 在 AEA 使 YEG , 取 y， 
EQ' 及 有 理 数 7, 记 0, 使 TEB(y;,r;)CG .因为 {B(y,,r;):xEE) 为 至 多 可 数 
的 ,不 妨 重新 改 记 为 {B1,B;,…, Bi,…}. 对 每 个 上 , 取 AEA 使 BCG,; 则 TT 二 
{Gi ;G%,，…,G,，"…} 即 为 工 的 可 数 子 覆 羔 . 

定理 2. 4.5( 有 限 覆 盖 定 理 ) R”" 中 有 界 闭 集 E 的 任 一 开 和 覆盖 均 含 一 个 有 限 
子 履 盖 . 

证 设 了 是 有 界 闭 集 忆 的 一 个 开 履 盖 , 由 定理 2. 4.4 ,不妨 设 T 一 (CC 
Gr) , 今 


3 
Hi=UG,F=EH(k=1,2,3,.°"°). 《2. 5) 


车 开 闭 盖 工 不 存在 有 限 子 覆 盖 , 则 {F,} 为 非 空 有 界 递减 闭 集 列 . 因为 EC UGC 
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UHi, 故 NF= 由 (ENHi)=EN( 几 Hi)=EN (UH)"=Z. 此 与 闭 集 套 定 理 
矛盾 ,所 以 开 覆 盖 下 存在 有 限 子 覆 盖 . 

定义 2.4.2 设 ECR", 若 已 的 任 一 开 覆 盖 均 含 一 个 有 限 子 覆 盖 , 则 称 已 是 紧 
集 . 

定理 2.4.6 设 ECR", 则 五 是 紧 集 当 且 仅 当 : 正 是 有 界 闭 集 . 

证 ”充分 性 由 有 限 覆 盖 定 理 可 知 . 下 面 证 明 必 要 性 . 

设 玉 是 紧 集 . 因 {B(0,k):kEN}) 是 玉 的 开 覆 盖 , 存 在 有 限 子 覆盖 ,不 妨 设 为 
{B(0,k):k 王 1,2,…,L)}, 则 ECB(0,L), 所 以 巨 是 有 界 集 . 

若 zFE, 对 7 之 0, 令 H(z,7)={yER': |zx 一 y| 交 7), 则 (及 (x,7):r>>0) 是 EE 
的 开 覆 盖 , 存 在 有 限 子 覆盖 (H(z,ri),H(z,r2),…,H(zx,7i)). 令 6=min{ni,n， 
,Tr , 则 BCz,e) 门 下 = 好 ,由 引 理 2. 3. 1, 知 正 是 闭 集 . 


2.5 范 数 连续 性 


定义 2.5.1 设 /(z) 是 ECR” 上 的 实 值 函 数 ,zxo EE. 若 对 任意 的 se 盖 0, 存 在 
50, 使 得 当 zxEENB(zo,8) 时 ,有 |f(z) 一 f(zo) | 过 e; 则 称 f(x) 在 点 zo 处 连续 ， 
称 zo 为 f(z) 的 一 个 连续 点 . 若 f(z) 在 集 E 的 每 一 个 点 处 连续 , 称 f(x) 在 集 E 上 
连续 . 将 玉 上 连续 函数 的 全 体 记 为 C(E). 

定理 2.5.1 设 ECR" ,函数 :E>R. 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) f 在 上 连续 ; 

(5) 对 任意 开 集 SCR, 存 在 开 集 GCR", 使 广 '(S)==ENMG:; 

(c) 对 任意 闭 集 TCR ,存在 闭 集 FCR", 使 (TT)==ENF. 

证 (a) 坊 (5): 设 f 在 E 上 连续 , 开 集 SCR, 对 每 个 x€E /1(S), 则 f(x)E€ 
S, 因 S 是 开 集 , 故 存在 e 之 0 使 (f(z) 一 e, f(z) 十 e)CS. 由 了 连续 ,存在 6, 记 0 使 

f(ENB(z,6)) Cf (x) —e, f(x)+e) CCS. 
令 G=U{B(z,6.) :x7€E 广 1(S)), 则 有 
1(S)=ENG. (2. 6) 
事实 上 ,由 1(S)CE 及 f71(S)CG, 知 ff-!(S)CENG. 田 一 方面 因为 
ENMNG=U {ENB(z,6,):7€E f 1(S)), 
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对 指标 集 广 :CS) 中 每 个 z, 有 /正门 BCz,p))CS, 故 EmBGz,s)C 广 :CS), 从 


而 有 ENGC 广 1(S). 合 之 有 1(S)==ENG. 

(6) 过 (a): 设 xEE, 对 任意 e 这 0, 令 开 集 S 二 (f(x) 一 e, f(x) 十 e), 则 由 (5) 存 
在 开 集 GCR", 使 广 1(S)==E 闪 mG. 因 xE€Ef71(S)==ENG 以 及 G 为 开 集 , 故 存在 5 
>0 使 BCGz,OCG, 则 FGEmnBCzODICFEnG)= 帮 六 (SCS. 所 以 了 在 点 
x 处 连续 ,从 而 知 了 在 上 连续 . 

(BP) 全 (0) :利用 广 !CRNAA) 王 有 愉 广 :CA) 即 得 . 

推论 2.5.2 设 ECR" ,函数 f:E->R. 考虑 下 述 条 件 :(c) 大 在 已 上 连续 :(O) 
对 任意 开 集 SCR, 广 :(S) 为 R" 中 开 集 ;(c) 对 任意 闭 集 TCR,f (了) 为 R" 中 团 
集 . 则 有 : 

(1) 若 五 为 开 集 , 有 (ao) 全 (0); 

(2) 若 玉 为 闭 集 , 有 (4a) 时 (0); 

(3) 车 E=R", 有 (OD 全 (DSCc). 

证 (1) 车 玉 为 开 集 . 设 了 在 EE 上 连续 , 则 对 任意 开 集 SCR, 由 定理 2.5.1 
知 存在 开 集 GCCR" ,使 f°'(S) 二 ENmG, 故 广 1(S) 为 R* 中 开 集 .反之 ,对 任意 开 集 
SCR, 广 !(S) 为 Re" 中 开 集 , 则 广 '(S) 二 EN '(S), 由 定理 2.5.1 知 了 在 EE 上 连 

(2) 若 玉 为 闭 集 . 设 在 上 连续 , 则 对 任意 闭 集 TCR, 由 定理 2.5.1 知 存 
在 闭 集 FCR", 使 /1(T) 二 ENF, 故 广 '(T) 为 R* 中 闭 集 .反之 ,对 任意 闭 集 TC 
R, f(T 了) 为 R" 中 闭 集 , 则 广 1(T)= 二 EN 六 (TT), 由 定理 2.5.1 知 /在 E 上 
连续 . 

(3) 因为 R" 是 既 开 又 闭 的 集合 ,由 (1) 与 (2) 即 得 ， 

定义 2.5.2 设 ECR", 函 数 f;E->R. 称 supp(/) 二 {xEE:f(z) 关 0) 为 f(z) 
的 支 集 . 若 f(z) 的 支 集 是 紧 集 , 称 f(x) 是 具有 紧 支 集 的 清 数 . 

因为 一 个 集合 是 紧 集 当 且 仅 当 : 它 是 有 界 闭 集 ， 又 因为 集合 的 闭 包 总 是 闭 集 ， 
所 以 f(x) 的 支 集 是 紧 集 当 目 仅 当 : 支 集 是 有 界 集 . 

在 数学 分 析 中 可 知 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 具有 比较 好 的 性 质 ,现在 有 如 下 
推广 , 

命题 2.5.3 设 /(z) 是 ECR"” 上 的 连续 函数 , 否 忆 是 紧 集 , 则 


(1) f(z) 是 E 上 的 有 界 函 数 ; 
(2) f(z) 在 上 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ; 
(3) jz) 是 已 上 的 一 致 连续 函数 . 
命题 2.5.4 设 f(z) 是 R” 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 , 则 
(1) f(z) 是 R" 上 的 有 界 函 数 ; 
(2) f(z) 在 R" 上 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ; 
(3) f(z) 是 R" 上 的 一 臻 连续 函数 . 
定义 2.5.3 设 函 数 f(z) 在 点 zoER" 的 某 个 球 邻 域内 有 定义 , 令 
w(zo) 一 lim sup{ | f(s)—f(2)|:s,tEB(zo ,0))}. (2.7) 
称 w(zo) 为 f(z) 在 点 xo 处 的 振幅 . 称 w(x) 为 f(x) 的 振幅 函数 . 
命题 2.5.5 若 f(x) 是 定义 在 开 集 G 上 的 函数 ,而 w(z) 为 f(z) 的 振幅 函数 ， 
则 集合 {rEG:w(x)= 二 0} 是 Gy 集 . 
证 先 证 明 :对 任意 的 自然 数 久 集 包 = {zE Go(z)<< 大 | 是 开 集 . 
设 zoE 厅 ,因为 w(zo)<1 人 ,存在 2%>0, 使 BCzooo)CG, 且 
sup{| fC(3)—f00)|:s,tE Bzo ,060)}<1/k. 
对 于 任意 yEB(zo,600), 取 r>0 使 By,r)CB(zo,60,), 显 然 有 
sup{ | fC3)—f02) | :stE BYy,r)} /Rk. 
从 而 可 得 w(y) 二 1/k, 即 有 B(xo,6,)CHi, 所 以 Hi 是 开 集 . 
再 由 {zEG:o(z) 一 0} 一 Nn Hi, 知 {IEG:w(x) 二 0) 是 G; 集 . 
命题 2.5.6 若 f(z) 是 定义 在 开 集 G 上 的 函数 , 则 f(x) 的 连续 点 集 是 
G; 集 . 
证 由 数学 分 析 的 知识 ,可 以 知道 :f(zx) 在 点 连续 今 w(x) 二 0. 再 由 命题 
2,5.5 可 3 论 ， 


得 结 


S 


2.6 点 集 间 的 距离 


定义 2.6.1 设 A,B 是 R" 中 的 点 集 , 记 d(A,B)==inf{|a 一 b|:a€A,bEB), 
称 d(A,B) 为 集 4 与 B 之 间 的 距离 ; 记 d(zx,B) 二 d({x),B), 并 称 d(z,B) 为 点 x 
到 B 的 距离 . 


定理 2.6.1 设 A,B 是 R" 中 的 非 空 闭 集 , 且 至 少 一 个 为 有 界 集 , 则 存在 <E 
A,bEB, 使 |a 一 6|==d(A,B). 

证 不 妨 设 A 门 B 二 名 及 A 为 有 界 集 . 在 A 中 取 点 列 {w 六 在 总 中 取 点 列 
(04) ,使 [a 一 bi| 一 d(A,B), 且 不 妨 设 |as 一 | 三 M(R 二 1,2,3,…). 再 在 R*XR" 
中 取 点 列 

Xi arb) (k=1,23,°°), 
因为 A 是 有 界 集 以 及 |b:| 志 |a 一 | 十 |as| 二 M 十 |ax|, 知 {ax} 和 {b4) 都 是 R" 中 
的 有 界 点 列 , 从 而 可 得 {zi} 是 R*"XR" 中 的 有 界 点 列 . 再 由 引 理 2. 4. 1 可 知 {z4} 存 
在 收敛 子 列 {zx4 ) , 设 ,二 (qx yo ) 一 (ao), 则 有 |a 一 | 一 lim|au —b: |=d(A, 
B). 

因为 A,B 是 闭 集 以 及 as >a,b 一 0, 由 定理 2.3.5 知 a€A,bEB. 

推论 2.6.2 若 FCR" 是 非 空 闻 集 ,xER", 则 存在 yEF, 使 |x 一 y| 二 d(x， 
F). 

推论 2.6.3 设 A,B 是 R" 中 的 非 空 闭 集 , 且 至 少 一 个 为 有 界 集 , 若 A 门 B= 
节 , 则 有 <(CA,B)>0. 

设 A,B 是 R”" 中 的 非 空 逆 集 ,车 A 门 B 关 名 , 则 显然 有 d(A,B) 二 0; 但 反之 不 
然 , 即 存在 R" 中 的 非 空 逆 集 A,B, 使 4(A,B)=0 且 ANB=2. 

例 2.6.1 在 R 中 , 令 A={0)}XR!i,B={(zx,y)ER?:zy 一 1), 则 A,B 是 R? 
中 的 非 空 逆 集 , 且 4(A,B)==0 及 A 站 mB=. 

定理 2.6.4 设 记 是 R" 中 的 非 空 集 , 则 函数 f(x) 二 d(x,E) 在 R" 上 是 一 致 
连续 的 . 

证 设 z,yER", 对 任意 的 zEE, 有 d(x,E) 志 |zx 一 z| 过 |x 一 y| 十 |y 一 z|. 由 
z 的 任意 性 ,有 d(x,E)|zx—y| 十 inf{|y 一 z|:zEE}=|zx 一 y| 二 d(y,E). 

同 理 ,有 dC(y,E) 过 |x 一 y| 十 d(x,E). 合 之 有 

[f(x)—f y= 1ad(r,E)—d(y,E)|<Iz~y|. 
所 以 函数 f(x) 二 d(x,E) 在 R" 上 是 一 致 连续 的 . 

例 2.6.2 设 非 空 集 ECR" , 则 对 任意 的 上 之 0,{(zER":dZCz, 已 ) 一 引 是 开 集 ， 
(XER":d(x,) 过 t} 是 闭 集 . 

证 因为 函数 f(x) 二 d(x,E) 在 R" 上 是 连续 的 ,以 及 

{XER’' :d(x,B) =f (00,0)), {rER’:d(zr, Dt)=f (0, 0)). 


由 推论 2. 5. 2 即 得 . 
定理 2.6.5 设 A,B 是 R" 中 互 不 相交 的 非 空 闭 集 , 则 存在 连续 函数 f:R" 一 
[0,1], 使 当 xEA 时 f(x)==0; 当 xE€EB 时 f(x)=1. 


dl(r,A) 2 ~ 一 z 
pa 过 EF 
证 令 f(z) 二 Fz,A) 卫 qz,B)' 即 得 所 求 渔 数 . 


作为 练习 ,读者 可 由 定理 2. 6. 5 推出 下 述 推 论 . 
推论 2.6.6 设 A,B 是 R" 中 互 不 相交 的 非 空 闭 集 , 则 对 任意 的 ,ER' (s 反 
站 ,存在 连续 函数 f:R">[s, 相 ,使 当 zEA 时 f(z)=s; 当 zxXEB 时 f(x)=L. 
下 面 关 于 连续 函数 的 延 拓 定 理 常 称 为 Tietze 延 拓 定理 . 
定理 2.6.7(Tietze 延 拓 定 理 ) 设 下 是 R" 中 的 闭 集 ,f(zx) 是 定义 在 上 的 连 
续 函 数 , 且 | f(z) | 三 M,xEF, 则 存在 R" 上 的 连续 函数 g(Cz) ,满足 
g(x)=f(r),rEF Rlg(r)|<MrER". (2. 8) 


证 不 妨 设 M>0, 显 然 , 广 ! (| 一 M, 一 子 M|) 和 广 : ([ 言 M,M | ) 为 不 相交 
的 闭 集 . 倘 上 述 两 个 闭 集 均 为 非 空 集 , 则 由 推论 2. 6. 6 知 ,存在 R' 上 的 连续 函数 
gi:R' 一 | 一 证 M, 二 M| 使 8! 在 广 : ([ 一 M, 一 十 M]) 上 恒 取 一 计 M, 在 


让 ([ 计 M,M]) 上 恒 取 寺 M. 这 时 有 


ns |<jM,zre I [< 二 M,zE F. 


倘 上 述 两 个 闭 集中 至 少 有 一 个 为 空 集 . 比如 , 设 广 : (| 一 M, 一 计 M])== 儿 , 则 可 取 
(7) 三 计 M, 易 知 g1(z) 也 满足 上 述 不 等 式 . 


对 函数 f(x) 一 g(x) 继续 上 述 工作 ,存在 R*" 上 的 连续 函数 g(x) ,使 


3M) ,ER'; IC — pi CI) — gal i) [< 和 (SM) 元 区 过 


一 直 继续 下 去 ,得 R" 上 的 连续 函数 列 {g&xs(Cz)》 使 对 每 个 & 有 


1 
lg (7)|<3( 


aol<3 (3) M, zER", 及 | f(z) 一 g(xz) | 之 ( 子 ) MzEF. 


于 是 级 数 补 &,(z) 为 一 致 收敛, 故 其 和 函数 g(z) 二 沁 g,(z) 是 R' 上 的 连续 函数 . 且 
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f(z7)= g(x)=g(x) ,rEF. 
|g(Cz) ee 号 二 (< ~ M=M. 


推论 2.6.8 阁下 是 R" 中 的 闭 集 ,f(x) 是 定义 在 上 的 连续 函数 , 则 存在 R" 
上 的 一 个 连续 函数 g(x) ,满足 g(x) 二 f(x) ,XET. 
证 令 xz) 一 arctanjCz), 则 x(z) 是 定义 在 下 上 的 有 界 连 续 函 数 ,由 定理 
2. 6.7 可 得 存在 R" 上 的 一 个 连续 国 数 wz) ,满足 u(x) 二 v(x) ,XEF, 再 令 
g(r)=tan(v(z)), 
则 g(x) 是 R" 上 的 一 个 连续 函数 , 且 满 足 g(x) 王 f(x),xEF. 


2.7 Cantor 集 
Cantor 集 是 本 课程 中 一 个 重要 的 例子 . 下 面 先 在 R' 中 给 出 Cantor 集 的 构造 . 
Cantor 集 的 构造 第 一 步 ,把 闭 区 间 [0,1] 三 等 分 , 挖 去 中 间 的 开 区 间 ( 广 , 冯 )， 


1 |, 记 这 两 个 闭 区 间 之 并 为 Fi, 第 二 步 ,再 把 这 两 


剩 下 两 个 闭 区 间 [9m 计 壤 | 各 


个 闭 区 间 各 三 等 分 ,各 控 去 中 间 的 两 个 开 区 间 ( 广 , 马 ) 与 (地 如)，, 记 剩 下 的 四 个 
闭 区 间 之 并 为 F., 一 般 地 , 当 进 行 到 第 nn 步 时 , 剩 下 2" 个 长 度 是 3“ 的 互 不 相交 的 
闭 区 间 , 记 这 些 闭 区 间 之 并 为 ,. 这样 继 续 下 去 ,于 是 在 [0,1] 中 挖 去 可 数 个 互 不 
相交 的 开 区 间 ， 而 剩 下 来 的 点 所 成 之 集 C 称 为 Cantor 集 , 这 时 显然 有 C= 站 FF,. 
命题 2.7.1 Cantor 集 C 是 非 空 有 界 闭 集 . 
证 因为 每 个 F, 是 闭 集 及 闭 集 的 任意 交 仍 为 闭 集 , 知 C= 门 F, 是 闭 集 . 再 因 


为 {Fi} 是 非 空 有 界 递 减 闭 集 列 , 由 闭 集 套 定理 , 知 C= 位 下 天 民 ， 

命题 2.7.2 C=C'( 这 时 称 C 为 完备 集 ). 

证 设 zxEC, 对 任意 的 r 二 0, 取 n 使 3“<r. 因 为 x-E, 而 请 ,是 一 些 长 度 为 
3 “的 团 区 间 之 并 , 记 其 中 含 x 的 闭 区 间 为 La,6j], 显 然 有 [a,6]C(z 一 r,x 十 7). 由 
C 的 构造 知 a,b5EC, 在 a 与 6 中 至 少 有 一 个 点 不 是 x, 所 以 (C(x 一 r,x 十 Nr) 站 


C 关 2, 即 有 xEC ,所 以 CCC.. 

再 因 C 是 闭 集 , 故 有 CDC'. 合 之 ,有 C=C.. 

命题 2.7.3 Cantor 集 C 没 有 内 点 . 

证 ”对 任 一 开 区 间 (a,5), 因 为 F 是 一 些 长 度 为 3“" 的 互 不 相交 的 闭 区 间 之 
并 , 当 3““"<b 一 a 时 ,不 能 有 (a,6)CF ,当然 更 不 能 有 (a,5)CC. 所 以 C 中 不 含 任 
何 开 区 间 , 即 没有 内 点 . 

命题 2.7.4 Cantor 集 C 具 连续 基数 c. 

证 在 用 3 进位 小 数 表示 L0,1j 中 的 点 时 , 则 Cantor 集 C 中 的 点 恰好 不 含 数字 1, 即 

C={0, Tizz7Za…Th TE (0211 一] 23 

记 开 二 (人 (站 E(0,1)R 一 1 2 3 对 二 0 EC, 邻 


ne 


A 


ER 
则 f:C>E 是 一 个 双 射 .再 由 命题 1. 5.1 知 C=E=c. 

值得 注意 的 是 ,在 长 度 为 1 的 闭 区 间 [0,1j 中 挖 去 可 数 个 开 区 间 , 这些 开 区 间 
的 长 度 之 和 为 3- 十 2。 3 十 … 十 2 。3 一 十 … 一 1, 而 剩 下 来 的 Cantor 集 C 可 
以 被 看 作 ” 长 度 ? 为 0, 但 居然 具有 连续 基数 c. 


2.8 稠密 性 


定义 2.8.1 若 开 =R", 称 下 是 R" 中 的 稠密 集 .车 (E)" 二 训 , 称 玉 是 R" 中 的 
稀疏 集 . 

引 理 2.8.1 是 R" 中 的 稠密 集 仿 对 任意 的 非 空 开 集 G, 有 GE 了 2. 

例 2.8.1 Cantor 集 C 是 R 中 的 稀疏 集 . 

证 ”由 命题 2.7. 3, 知 Cantor 集 C 是 一 个 没有 内 点 的 闭 集 , 故 (C)"=C=2. 

引 理 2.8.2 设 G 是 R" 中 的 稠密 开 集 , 则 对 任意 的 非 空 开 集 S, 存 在 开 球 B 
使 得 BCSNG. 

证 对 任意 的 非 空 开 集 S, 由 引 理 2. 8. 1 知 SG 是 非 空 开 集 . 取 yE SNG， 
存在 r>0 使 B(y,CSNG, 令 B=B(y, 亏 ), 则 有 BCB(y,7)CSNG. 


引 理 2.8.3 在 R" 中 可 数 个 稠密 开 集 之 交 也 是 稠密 集 . 
证 设 {Gi} 是 R" 中 的 稠密 开 集 序列 ,对 任意 的 非 空 开 集 S, 则 由 C 是 稠密 开 
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集 及 引 理 2. 8. 2 ,存在 开 球 Bi 使 也 CS 站 Gi. 再 对 开 球 B, 及 稠密 开 集 Gs 继续 用 
引 理 ,存在 开 球 B; 使 BCCBi 门 G; ,继续 下 去 得 闭 球 列 : 
BOB, DB OODOB,O"%.. 


由 闭 集 套 定理 存在 z€ 站 及 CS. 另 一 方面 ,对 每 个 有 zE 及 CGi, 故 xz€ 站 G,， 
所 以 SN (站 Gi) 了 .于 是 由 引 理 2.8.1, 知 交集 站 Gi 在 R' 中 是 和 密集 . 
定理 2. 8. 4(Baire 定理 ) R' 中 可 数 个 无 内 点 的 闭 集 之 并 也 无 内 点 . 
证 设 {F} 是 无 内 点 的 闭 集 列 ,对 每 个 k, 令 G 一 记 , 则 
Gr= =(F y=:=R， 


即 每 个 Gt 是 稠密 开 集 , 由 命题 2. 8. 3 知 其 交集 是 稠密 集 , 即 (站 Ge) - 二 R", 从 而 


有 ( 口 FoD) "一 (站 Go 一 (用 Go 一 一 CR 一 人 ,所 以 并 集 品 及 无 内 点 . 

例 2.8.2 有 理 数 集 Q 不 是 G; 集 ,无 理 数 集 R\Q 不 是 FF, 集 . 

证 记 有 理 数 集 Q 二 {ni ,2 ,… ,未 ,…) , 阁 无 理 数 集 R\Q 是 下, 集 , 记 R\Q= 
UF, 这 里 每 个 F; 是 无 内 点 的 闭 集 , 则 R= (CU {rs})U (UF) 为 可 数 个 无 内 点 
的 闭 集 之 并 ,由 定理 2. 8.4 知 R 无 内 点 ,得 予 盾 . 所 以 无 理 数 集 R\Q 不 是 F, 集 ,从 
而 可 得 有 理 数 集 Q 不 是 Cs 集 . 

例 2.8.3 证 明 在 R 上 不 存在 如 下 的 函数 f(z): 它 在 有 理 数 上 连续 ,在 无 理 
数 上 不 连续 . 

证 由 命题 2.5.6 知 f(x) 的 连续 点 集 是 Cs 集 , 再 由 上 例 知 有 理 数 集 Q 不 是 
G; 集 , 所 以 f(z) 的 连续 点 集 不 可 能 是 有 理 数 集 Q&. 

定义 2.8.2 否 玉 是 R" 中 可 数 个 稀 跑 集 之 并 , 则 称 上 是 第 一 纲 集 . 者 已 不 是 
第 一 纲 集 , 则 称 互 是 第 二 纲 集 . 

定理 2.8.5 R” 中 每 个 非 空 开 集 是 第 二 纲 集 . 


证 车 中 的 非 空 开 集 G 是 第 一 纲 集 , 则 有 G 一 UA, 这 里 (A) 是 R 中 的 稀 
朴 集 列 , 易 知 { 玉 } 也 是 R' 中 的 稀 琉 集 列 . 对 每 个 人 , 令 B. 二 (AL) , 则 {B.} 是 R' 中 的 
稠密 开 集 序列 , 故 其 交集 门 B, 是 R" 中 的 稠密 集 ,当然 有 GN ( 站 B) 取 J. 于 是 


GN (UAV IDGN UA =6N NB)zSL. 
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此 即 表 示 U As 才 G, 所 以 G 不 是 第 一 岗 集 , 故 为 第 二 纲 集 . 


2.9 例题 选 讲 


例 2.9.1 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(1) XEE,; 

(2) 对 任意 6 汪 >0, 有 B(x,0) 门 E 关 2; 

(3) 存在 下 中 点 列 {zx) ,使 limzx 二 x. 

证 (1) 二 (2); 设 IEE 二 EUE ,对 任意 >0, 若 +EE, 显 然 有 B(x,0) 门 E 关 
FD. 车 XKE, 则 xEE ,有 (Bl(z,8)\Mx)) 门 E 关 名 ,从 而 可 得 B(x,0) 门 E 关 作 . 

(2)=>(3): 对 每 个 和 取 zxEENB(zx, 二 ,得 记 中 点 列 (zh), 有 limzs 一 x 

(3) 二 (1): 若 存在 EE 中 点 列 {z) ,使 limz 二 xz, 因为 {zx} 也 是 闭 集 E 中 的 点 列 ， 
由 定理 2. 3.5, 知 xEE. 

例 2.9.2 设 人 ,BCR". 若 AmB= 弛 ,证 明 :AmB= 人 . 

证 因 4AmnB= 儿 , 故 AmB= 包 ,于 是 BC(4"?)". 因 A" 为 开 集 , 知 (A"): 为 闭 
集 ,从 而 可 得 BCCA”) 一 = 二 (A"', 即 有 ANmB=. 

例 2.9.3 设 ECR", 证 明 : 孤 立 点 集 二 \E 是 至 多 可 数 集 . 

证 ” 记 以 有 理 点 为 中 心 ,以 有 理 数 为 半径 的 球 的 全 体 为 也 , 则 有 瑟 = 汽 ,. 对 每 
个 zEAE\E ,存在 5, 这 0 使 得 ENBCz,6,) 二 {x). 取 互 中 元 B,, 使 EB,CB(z， 
6,) ,现在 令 f(x) 二 B,, 得 映射 F: ENE 一 HH. 若 zx,y€EE\E' 且 x 关 y,; 由 ENMB,= 
{zt} 及 ENB, 二 {y), 知 B, 关 B,, 故 f:E\E' 一 HH 是 单 射 ,所 以 BE <H= Mo. 

例 2.9.4 设 ECR", 若 已 是 至 多 可 数 集 , 证 明 :已 是 至 多 可 数 集 . 

证 因 ECCENE UE ,由 上 例 知 孤立 点 集 EE' 是 至 多 可 数 集 , 于 是 (E\E') 
UE 是 可 数 集 ,所 以 玉 是 至 多 可 数 集 . 

例 2.9.5 设 A==R", 开 集 UCR", 则 UCANMU. 
知 ANBCz,7) 关 避 , 从 而 有 (ANUD NBCz,0)AN (UNB(z,7))=ANBCr,7) 
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关 人 BG. 故 有 xEANIU, 所 以 UCANU. 

例 2.9.6 设 GCR", 证 明 G 是 开 集 当 且 仅 当 :对 任意 的 ECR", 有 GNE 
CGNE. 

证 充分 性 . 令 E=G ,有 GNGCGNG = 多, 于 是 G CG ,所 以 G 二 G', 故 
G' 是 闭 集 , 即 G 是 开 集 . 

必要 性 . 设 G 是 开 集 ,对 任意 的 ECR", 若 rzEGNME, 因 x 属于 开 集 G, 存 在 
7 之 0 使 B(x,r)CG. 现在 对 任意 6>0, 令 y=min{r, 人 6), 则 由 zxEE 知 B(x,WD 站 EE 
名 . 故 有 Bl(z,WD) 站 (GNE) 关 名 ,于 是 zxEGNE, 所 以 GNECGNE. 

例 2.9.7 证 明 :R”" 中 开 集 的 全 体 所 成 之 集 具 连续 基数 c. 

证 ” 记 开 集 族 T={G; )ies, 令 互 为 以 有 理 点 为 中 心 ,以 有 理 数 为 半径 的 开 球 
全 体 , 则 互 为 可 数 集 , 记 五 王 1Bi; ,B, ,…,B, ,…)}. 对 每 个 开 集 G; ET, 存 在 自然 数 
集 N 的 子 集 5;, 使 G 二 Ut{Bi:kES), 得 到 从 TT 到 P(N) 的 一 个 单 射 , 故 Tf 过 

另 一 方面 , 记 T 一 {B(0,7) ;rE (0, 十 0)), 则 T 宇 了 二 c. 合 之 ,得 P= 

例 2.9.8 证 明 :R" 中 闭 集 的 全 体 所 成 之 集 具 连续 基数 c. 

证 由 上 例 推出 . 

例 2.9.9 设 了 为 定义 在 R" 上 的 函数 ,证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 了 是 连续 函数 ; 

(2) 对 任意 的 ACR", 有 f(A)Cf(A); 

(3) 对 任意 的 BCR!, 有 f°!1(B) 卫 /1(B). 

证 (1) 一 (2): 设 ACR", 则 AC 广 :CrC))C 广 CFA)) .由 无 4) 为 闭 集 及 
f 为 连续 , 知 广 : (FA)) 是 闭 集 . 从 而 可 得 ACC 广 :CCA))) 三 广 !CFCA)), 故 
FA)CFCA)， 

(2) 过 (3): 设 BCR', 则 广 1(B)CR", 故 (f°'(B))Cf(f CB))CB, 由 此 
得 到 /1(B) 导 f°1(B). 

(3) 之 (1) : 设 任意 闭 集 BCRi', 即 B=B, 于 是 有 f°1(B)Cf/71(B)= 广 !1(B). 
男 一 方面 ,显然 有 /1 (B)Cf CB), 故 1(B) 二 0B), 即 /0B) 为 R" 中 闷 
集 ,所 以 f 为 连续 函数 . 

例 2.9.10 设 FCR" 是 闭 集 , 证 明 : 存 在 下 的 至 多 可 数 子 集 A ,使 得 A= 下 . 

证 不 妨 设 下 是 无 限 集 , 记 醋 为 以 有 理 点 为 中 心 ,以 有 理 数 为 半径 的 球 的 全 体 
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因为 可 数 集 , 设 人 = {B, B,…, Bi，…), 对 每 个 和 车 站 Bi 关 久 , 则 取 点 
EFNBi, 记 这 些 点 zx 的 全 体 为 A, 则 易 知 A 为 下 的 至 多 可 数 子 集 .下 证 F=A. 

设 xEF, 对 任意 56>0, 存 在 Bi ET 使 YE BCBCzr,6), 则 FN 站 Bi 关 久 ,于 是 有 
ZEANBi, 故 ANB(Cz,6) 关 名, 即 有 xEA, 从 而 得 FCA. 另 一 方面 ,有 ACF= 
F. 所 以 F=A. 

例 2.9.11 设 户 ,Fi 为 R" 中 两 个 互 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 R" 中 的 开 集 G1， 
Gs, 满足 G1 门 Gs 者 , 且 FiCG,F;CG;. 

证 令 f/(z) 二 d(x, 让 ) 一 d(z, 忆 ), 则 由 定理 2.6.4 知 f(x) 为 R* 上 的 连续 项 
数 ,从 而 可 得 G = 广 !(( 一 co,0)) 与 Go= 广 !((0, 十 cc)) 皆 为 开 集 , 易 知 Gi 门 G; 
一 他. 

而 当 xEF 时 ,了 f(x) 过 <0, 得 z€EG1, 有 记忆 G1. 同 理 有 FCG;. 

例 2.9.12 设 {Fi)ies 是 R" 中 的 一 族 有 界 闭 集 , 若 任 取 其 中 有 限 个 : ,下 ,， 


…, 瑟 ,都 有 几 F, 关 F. 试 证 明 : 天 2 
证 若 0F= 儿 , 则 U=R". 取 定 一 个 指标 hEA, 则 FCUFi. 因 {Fihen 


是 有 界 闭 集 下 , 的 开 覆 盖 , 存 在 有 限 子 覆 盖 {Fi, ,Fi ,…, Fi,), 则 F,CURF = 


(人 NF) , 故 瑟 站 ( 们 Fi ) 二 多, 得 矛盾 , 故 必 有 NF 关 儿 . 
例 2.9.13 设 FCR',7(z) 是 民 上 的 连续 函数 . 证 明 : 若 下 是 R' 中 的 有 界 闭 
集 , 则 FF) 是 R' 中 的 有 界 闭 集 . 
证 “由 延 拓 定 理 , 不 妨 设 f(x) 是 R" 上 的 连续 函数 . 设 一 {Gu jhes 是 /(F) 的 
开 闭 羡 , 则 {/-'(Gi))es 是 紧 集 的 开 复 盖 , 故 存在 有 限 子 覆盖 , 设 为 
{1(G) k=1 2 m) ,Bp FEU AFG,). 
则 /PCUfTCG,)CUG,, 即 T=={G, | ==1,2,…,m) 是 的 有 限于 覆 


盖 , 所 以 AP 是 R 中 的 紧 集 ,从 而 可 得 AP) 是 R: 中 的 有 界 闭 集 . 
例 2.9.14 设 Fz) 是 ECR" 上 的 连续 函数 , 若 瑟 是 紧 集 , 则 
(1) 太 xz) 是 已 上 的 有 界 函数 ; 
(2) jz) 在 巨 上 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ; 
(3) jz) 是 下 上 的 一 致 连续 函数 . 
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证 (1) 因 玉 是 紧 集 ,由 例 2.9.13 知 f(E) 是 R! 中 的 有 界 闭 集 , 所 以 f(x) 是 
有 界 函 数 . 

(2) 记 m 二 inff(E),M 二 supf(E). 因为 FE) 是 R 中 的 有 界 闭 集 , 则 mE€ 
f(E) ,ME f(E). 于 是 存在 a,6EE, 使 f(a) 二 m, f(b) 二 M. 

(3) 对 任意 e 记 0, 对 每 个 EE, 存 在 5 记 0, 使 当 yEENMB(z,6,) 时 ,有 |f(zx) 


一 f(y) | 二 入 . 令 志 一 侍 , 则 {BCz,r,):zEE) 是 紧 集 的 开 覆 盖 , 因 而 存在 有 限 子 


覆盖 {BCzi yr ) :k= 二 1,2,…,m}. 现在 令 一 min{r :& 二 1,2,…,m), 则 当 xz,y€EE 
且 |z 一 y|<r 时 , 设 zEB(Czr ,有 | 必 一 y| 委 | 立 一 | 十 lz 一 让 < 学 + 学 = 
6 ; 即 yE B(x ,6 ), 故 

[fl fC SI R= FB) || — f(D Pt 


所 以 f(z) 在 E 上 是 一 致 连续 的 . 

例 2.9.15 设 f(z) 是 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 , 则 

(1) f(x) 是 R" 上 的 有 界 函 数 ; 

(2) f(z) 在 R" 上 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ; 

(3) f(z) 是 R" 上 的 一 致 连续 函数 . 

证 (1) 因为 日 ={zEE:f(z) 关 0) 为 紧 集 , 知 疙 G) 是 R: 中 的 有 界 闭 集 , 从 
而 可 得 FOR") 王 太 互 ) U (0) 也 是 R' 中 的 有 界 闭 集 , 所 以 f(x) 是 RY 上 的 有 界 
函数 . 

(2) 记 m 二 inff(R"),M 二 supf(R"), 因 为 FOR ) 是 R: 中 的 有 界 闭 集 , 则 mE 
f(R") ,ME f(R"). 于 是 存在 a,6ER", 使 f(a) 二 =m,f(6) 一 M. 

(3) 设 卫 ={XEE:;f(x) 承 0}CB(0,k), 因 为 f(x) 是 紧 集 B(0,k 十 1) 上 的 连 
续 函 数 , 故 f(x) 在 B(0,k 十 1) 上 为 一 致 连续 . 对 任意 e 记 0, 存 在 6 二 0, 使 当 x,yE 
B(0,k 十 1) 且 |x 一 y| 过 6 时 ,有 |f(z) 一 f(y) | 过 e. 于 是 ,; 当 zx,yER" 有 是 |zx 一 y| 二 
min{6,1} 时 , 必 有 xz,yEB(0,k 十 ]) 或 x,yE (BGC0,R))', 所 以 | f(x) 一 f(y)|<<e. 

例 2.9.16 设 f(z) 是 定义 在 R: 上 的 可 微 函 数 . 铬 对 任意 1€R ,点 集 {z: 
请 (x) 二 沾 是 闭 集 , 试 证 明 : f(z) 是 R' 上 的 连续 函数 . 

证 ”对 任意 1ERi, 知 G 二 {x: 了 (zx) 关 涪 是 开 集 , 故 G 可 表达 为 可 数 个 互 不 相 
交 的 构成 区 间 之 并 , 设 G 二 由 (a ,5b). 可 以 证 明 在 每 个 区 间 (a4,b) 上 ,函数 f(x) 


一 t 不 改变 符号 . 

事实 上 , 若 存在 p,9€ (ak sb) ,使 函数 了 (zx) 一 ! 在 点 p,q 处 符号 相反 ,这 里 则 
由 数学 分 析 中 的 达 布 定理 , 知 存在 s€ (ai,6i) 使 f(s) 一 :==0, 与 G 的 定义 矛盾 . 

所 以 {z: 广 (z) 二 人 为 开 集 G 的 某 些 构成 区 间 之 并 , 故 为 开 集 . 同 理 {x: 了 (zx) 
去 上 也 为 开 集 . 由 1 的 任意 性 , 知 任 一 开 区 间 的 原 象 为 开 集 ,从 而 任 一 开 集 的 原 象 
为 开 集 , 所 以 f(x) 是 R: 上 的 连续 函数 . 

例 2.9.17 设 A,BCR", 且 ANMmB=AN 闪 mB 二 儿 , 则 存在 开 集 U,V 满足 UNnV 
= ,有 8 ACU,BCYV. 

证 令 S=(ANB), 则 (SNA)N 几 (SNMB)=SN (4 由 B)=. 令 

f(r)=d(zx,SNA)—d(z,SNB). 
则 f(z) 为 R" 上 的 连续 函数 ,从 而 可 得 U 二 {zx: 了 (rz) 过 0) 与 V 一 {zx:f(x) 记 0}) 为 互 
不 相交 的 开 集 . 

设 rEA, 由 ANnSCANB=B, 知 zES 及 zxFfB, 故 有 zxESNA 及 x&SNB. 于 
是 f(z)==d(zx,S 门 A) 一 d(x,S 门 8B) 过 0, 即 xEU, 得 到 ACU, 同 理 可 得 BCV. 

例 2.9.18 设 下 是 R" 中 的 有 界 闭 集 ,G 是 R" 中 的 开 集 且 FCG, 则 存在 6 二 
0, 使 得 当 |z|<8 时 ,有 下 十 {(z} 一 {y 十 zyEF)CG. 

证 不 妨 设 GR", 因 下 ,G' 是 R" 中 的 非 空间 集 ,有 FN 站 G = 二 BD 及 下 是 有 界 
集 ,由 推论 2.6.3, 知 d(F,G") 二 6>>0. 于 是 当 |z|<8 时 ,有 下 十 {x}CG. 

事实 上 , 设 ;EF 十 {xz}, 则 存在 yEF 使 ;二 y 十 x, 故 |s 一 y| 二 |x| 过 6, 必 有 ss 攻 
G', 即 s€EG, 所 以 F 十 {x}CG. 

例 2.9.19 设 C 为 [0,1] 中 的 Cantor 集 ,证 明 :C 十 C= 二 {x 十 y:XEC,yEC)} 
二 [0,2]. 

证 首先 ,C 十 CCL0,2] 是 显然 的 . 下 设 上 E [0,2]. 对 每 个 n, 记 号 F, 如 构造 
Cantor 集 时 所 述 , 现 在 令 平面 上 的 点 集 D,==(F,XF)N 站 {Czx,y) ER :ry=t}， 
则 (D,} 为 非 空 有 界 递 碱 闭 集 列 , 故 存在 (z,y)E 间 D,CCXC, 于 是 1 一 z 十 yE C+ 
C, 所 以 有 C 十 C 忆 [0,2]. 合 之 ,有 CC 十 C= 二 [0,2]. 


例 2.9.20 证 明 ;A 是 稀 跑 集 今 A 的 余 集 是 稠密 集 . 
证 ”由 定义 及 命题 2.3.11, 有 A- 一 SSA 二 R"OA-'- 二 R", 即 可 证 明 . 
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1. 设 G,G; 是 R 中 的 开 集 , 且 G1CGz, 则 Gi 的 每 个 构成 区 间 必 会 在 G2 的 
某 个 构成 区 间 之 中 . 


2. 设 ECR" 证明 ;EUIG:GCE 日 G 为 开 集 }. 


. 设 A,BCR!. 证 明 :(AXB)"=AXB. 

4. 设 4A,BCR". 证 明 : 若 已 为 有 限 集 , 则 4A 一 (ANB) 

5. 设 ECR". 证 明 xEE 当 且 仅 当 :存在 了 N{z} 中 的 点 列 {ze} 收 敛 于 

6. 设 ECR". 证 明 : 天 一 门 {F:ECF 且 下 为 闭 集 }. 

7. 设 G 是 R" 中 的 开 集 ,Q' 是 有 理 点 集 , 则 G 二 GO\Q&". 

8. 设 f(x) 是 R 上 的 单 增 函 数 ,E={x: Ve>0, f(zx+e) 一 f(x 一 e) 记 0), 则 EE 
为 闭 集 . 

9. 设 ECR? 是 不 可 数 集 , 则 FEF' 关 7. 

10. 设 ECR" , 若 对 任意 的 zE 巨 ,存在 60, 使 B(x,6) 门 EF 为 至 多 可 数 集 , 证 
明 : 尼 为 至 多 可 数 集 . 

11. 设 ECR" 是 有 界 闭 集 , 者 对 任意 的 zE 五 ,存在 60, 使 B(z,6) 门 EF 为 有 
限 集 ,证 明 :E 为 有 限 集 . 

12. 证 明 :R" 中 每 个 非 空 开 集 可 表示 为 至 多 可 数 个 中 心 为 有 理 点 .半径 为 有 
理 数 的 开 球 之 并 . 

13. 证 明 :R" 中 每 个 非 空 开 集 可 表示 为 至 多 可 数 个 开 和 矩 体 之 并 . 

14. 设 f(x) 为 定义 在 La,5] 上 的 连续 函数 , 则 {zxELa,6bj]: f(z) 二 0} 是 闭 集 . 

15. 设 f(z) 为 定义 在 R*" 上 的 函数 , 若 对 任意 的 1E Ri', {x: f(x) 这 人 j 与 {7: 
了 (zx) 三?} 都 是 闭 集 , 证 明 : f(z) 是 R" 上 的 连续 函数 . 

16. 若 f:R 一 R,g:R>R 为 连续 函数 , 则 复合 函数 g。f :RR 为 连续 冰 数 . 

17. 对 (zx,y) ER , 邻 p,(zx,y) 王 ,证 明 :p,:R 一 R' 为 连续 函数 

18. 设 /为 定义 在 R' 上 的 函数 ,{ 忆 es 是 开 集 族 ,E 一 U 瓦 .车 对 每 个 XE 人 


CD 


有 fEC(E), 则 fECCE). 

19. 设 为 定义 在 R" 上 的 函数 ,EE ,Es 是 闭 集 , 下 二 已 UUR. 大 ECCEI )， 
ECCGE), 则 FECCE). 

20. 证 明 :XEEF Sd(x,E\(x})=0. 

21. 证 明 :XE€ ESd(x,E)==0. 


22. 证 明 :z€E ESd(z,E')>0. 

23. 证 明 :R* 中 每 个 闭 集 是 Gs 集 ,每 个 开 集 是 已, 集 . 

24. 证 明 :Cantor 集 C 是 无 处 稠密 集 . 

25. 证 明 :R 中 的 可 数 稠密 集 不 是 G; 集 . 

26. 证 明 : 在 [0,1] 上 不 存在 如 下 函数 f(x): 它 在 有 理 数 上 连续 ,在 无 理 数 上 
不 连续 . 

27. 设 A,BCR", 旦 AmnB=A4AnmnB= 节 . 若 AUB 为 闭 集 , 则 A,B 皆 为 闭 集 . 

28. 设 A,BCR”, 且 ANMmB 二 A 门 B 二 C. 若 AUB 为 开 集 , 则 A,B 名 为 开 集 . 

29. 设 {Ihes 是 R' 中 的 一 族 开 区 间 , 若 中 开关 名, 则 并 集 已 友 是 一 个 开 
区 间 . 

30. 设 ECR” 中 的 每 个 点 都 是 的 孤立 点 ,证 明 :EE 可 以 表示 为 开 集 与 闭 集 

31. 设 A,BCR ,证 明 :.AXB=AXBE. 

32. 设 A,B 是 R! 中 的 FF, 集 , 证 明 :AXB 是 R? 中 的 下 , 集 . 

33. 设 fEC(R), 则 f=={(zx,y) :f(x) 宇 y) 是 R 中 的 闭 集 . 

34. 设 为 定义 在 R* 上 的 连续 函数 ,A 是 有 界 集 , 则 了 (A) 二 了 f(A). 

35. 设 ECR" ,点 zo ER" ,函数 f :E>R. 证 明 f 在 点 x。o 处 连续 当 且 仅 当 :对 
巨 中 收敛 于 ze 的 任 一 点 列 {zt} ,有 limf (zx) 二 f(zo). 

36. 设 f 为 定义 在 R" 上 的 函数 . 证 明 f 是 连续 函数 当量 仅 当 :对 任意 子 集 
BER', 有 有 广 BYECFIB)N, 

37. 设 ECR”,f(z) 是 上 的 连续 函数 . 证明 : 若 记 是 R" 中 的 F, 集 , 则 f(E) 
是 R' 中 的 下, 集 . 

38. 设 ECR",FCz) 是 已 上 的 连续 函数 . 举例 证 明 : 闭 集 的 象 集 不 一 定 是 闭 
集 , 开 集 的 象 集 不 一 定 是 开 集 . 
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39. 设 下 是 R 中 闭 集 , 记 五 为 严 的 构成 区 间 中 心 点 的 全 体 . 试 证 明 :EFCF. 

40. 作 一 可 数 集 A ,使 集 A' 具 连续 基数 ,有 目 ANnA’=2. 

41. 设 {jes 是 R" 中 的 一 族 闭 集 ,车 对 任意 的 可 数 子 集 SCA, 有 站 F; 才 2 
试 证 明 : 有 及 夫人 . 

42. 设 {F.} 是 R" 中 的 一 族 有 界 闭 集 ,G 是 开 集 且 有 门 F.CG, 试 证 明 : {F,} 中 


存在 F。,F。,…,F,, ,使 得 人 FCG. 

43. 设 A,BCR", 证 明 :d(A,B)=d(A,B). 

44. 设 FCGCR", 且 下 为 闭 集 ,而 G 为 开 集 .证 明 : 存 在 开 集 U, 使 得 FCUC 
UCG. 

45. 设 已,Fi 为 R" 中 两 个 互 不 相交 的 非 空 逆 集 , 则 存在 开 集 G1 ,G; ,满足 : 刻 
CG ,FiCG, HG NG:= 8. 

46. 证 明 :可 数 个 G; 集 的 交集 是 Gs 集 . 试问 :可 数 个 G; 集 的 并 集 是 G; 集中 ? 

47. 设 C 为 [0,1] 中 的 Cantor 集 ,证 明 :C 一 C={x 一 y:XE€C,y€EC}=[ 一 1,1]. 
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3 Lebesgue 测度 


为 了 建立 积分 理论 ,我 们 希望 对 及 " 中 的 点 集 巨 给 予 一 个 度量 m(F), 它 是 长 
度 、 面 积 以 及 体积 概念 的 推广 ,这 就 是 Lebesgue 测度 的 理论 . 


3.1 广义 实数 集 


先 引 进 广 义 实 数 集 . 在 实数 集 及 中 再 加 入 两 个 元 十 oo 与 一 oo( 有 时 把 十 co 简 
记 为 co) , 称 R=RU{( 十 cc) U{ 一 ce) 为 广义 实数 集 , 通 常 记 为 及 一 [一 cc, 十 co]. 

在 广义 实数 集中 的 运算 法 则 规定 如 下 : 

(1) 对 任意 的 实数 ITER, 规定 一 co 二 x 过 十 oo. 

(2) 对 任意 的 实数 TER, 规 定 

Z 十 ( 士 ce) 王 ( 士 co) 十 z 一 ( 士 co) 十 ( 士 ce) 一 士 coj 

Z 一 ( 干 co) 王 ( 士 co) 一 ( 干 ce) 王 士 co; 

士 ( 士 ceo) 三 十 ce; 土 ( 干 ceo) 一 一 co;| 士 co| 一 十 ceo. 

(3) 对 任意 的 实数 TER, 规定 

ZL( 十 co) 一 (sgnz)( 士 ce). 这 里 sgnz 表示 工 的 符号 函数 . 即 , 当 >0 时 ,sgnz 
二 1]; 当 z<<0 时 ,sgnzx 二 一 1]; 当 XxX 二 0 时 ,sgnz 一 0. 

( 士 co) ( 士 co) 王 十 co; ( 士 co) ( 干 co) 王 一 co. 

(4) 规定 0。( 士 co) 一 0. 

注意 〈 士 ce) 一 ( 士 cc),( 士 co) 十 ( 干 co) 等 是 无 意义 的 . 


3.2 外 测度 


定义 3.2.1 设 ECR"*, 若 (到 } 是 R" 中 的 可 数 个 开 抢 体 且 覆盖 已 , 则 称 { 到 ) 为 
FF 的 一 个 L -覆盖 . 记 
m" (E) 一 inf{ 宛 ||:{1) 为 EE 的 L -覆盖 )} (Ce 
这 里 | 五 | 为 五 的 体积 ,并 称 zm”( 巨 ) 为 集 正 的 Lebesgue 外 测度 . 
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定理 3. 2. 1( 外 测度 的 性 质 ) 

(1) 非 负 性 ;mx* (E) 宇 0,m* (人 困 ) 一 0; 

(2) 单调 性 : 若 El CBE;;, 则 mm* (ED (E,); 

(3) 次 可 加 性 :mm (UE)<D>m* (E,). 

证 (1) 显然 . 

(2) 记 本 一 { 光 |1|:{1) 是 El! 的 L -覆盖 } ,一 {| |:(I} 是 E; 的 元 = 
覆盖 }. 因为 CEs, 故 有 Hi 沪 Hi, 所 以 mm* (ED) 一 infH;<infH; 一 CE) 

(3) 不 妨 设 任意 EN,m* (Ei) 二 oo. 任意 ce 这 0, 对 每 个 上 , 取 EE 的 L - 覆 羡 


{Ta} ,使 ECUL, 这 | Li | < ( 丽 ) 让 六， 则 由 UECUI ,可 知 { } 是 


UE 的 一 个 L -覆盖 , 故 
m" (UE)SDI = TI) Sm (Ei) +e. (3.2) 
由 es 的 任意 性 , 知 mm (UE，)<>m’ CE) 
例 3.2.1 单 点 集 的 外 测度 为 零 , 
证 设 单 点 集 {a)CR" ,任意 e>0, 取 开 和 矩 体 了 使 <E TIT| <e. 因为 {了 } 即 为 单 
点 集 {a} 的 一 个 -覆盖 , 故 m*({a}))<|1| <e. 再 由 es 的 任意 性 , 知 m* (ta)) 一 0 
例 3.2.2 可 数 集 的 外 测度 为 零 
证 设 可 数 集 ECR", 记 {xi:k 二 1,2,3,…), 则 
m’* (E)=m" (U {zi)) SEm’' (x))=0. 
所 以 mm* (E) 二 0. 
定理 3.2.2 设 1 为 R" 中 任 一 矩 体 , 则 2 (CD 一 1. 
证 (1) 对 任意 s 盖 0, 作 开 矩 体 SCR" ,使 ST,1S| 过 |1| 十 e; 则 


m* (了 J) 委 |S| <IIlte. 
由 e 的 任意 性 , 知 m* (D 志 |11. 


(2) 对 任意 e>0, 作 闭 矩 体 TCR ,使 TCF7 1TI 二 | 中 一 se 对 有 界 闭 集 荆 的 任 一 
L -覆盖 { 丰 ) 定 ,存在 有 限 子 获 盖 , 不 妨 设 TC UI, 则 |T| 达 光志 S11, 故 


I1e<ITISinf( 光 ||:(14) 为 修 的 L - 履 盖 } 二 mm*(T) 寺 mm* (了 1D). 
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由 8 的 任意 性 , 知 mm* (CD 三 |17|. 
故 1m" (7) 二 |1| 
例 3.2.3 设 C 是 [0,1] 中 的 Cantor 集 , 则 mm* (C)==0. 


证 由 Cantor 集 的 构造 , 知 C= 站 FF,, 这 里 下， 是 2 个 互 不 相交 的 长 度 为 吉 


的 闭 区 间 之 并 . 对 任意 的 n, 有 CCF,, 故 m" (C)<m* (F,)<2" 玄 一 (也 ) .再 由 


的 任意 性 , 知 区" (C)==0., 
定理 3. 2.3( 平 移 不 变性 ) 设 ECR”,aER",i 记 EE 二 {fa} 二 {x 十 a:7TEE}), 则 


m* (E+{a}))=m’* (E). (3. 3) 
证 ” 因 开 和 抢 体 平移 后 仍 为 开 矩 体 , 若 { 到 } 是 瓦 的 任意 一 个 二 -覆盖 , 则 (到 十 
ta 是 互 十 (to 的 一 个 工 - 覆 盖 ， 砚 m* (E+{a)) < It+{a) 川 = 之 于 是 有 


7 (E+{a})<inf{ > | 到: 人 天) 是 下 的 工 -覆盖 } 一 mm (E). 

反之 ,因为 集 尼 可 以 看 作 由 集 十 {a} 作 一 a 的 平移 . 于 是 有 

m”* (E)=m"* ((E+{a})+{—a})<m’ (E+ {a}). 

所 以 :m* (E+{a})=m" (E). 

例 3.2.4 在 Ri 中 ,m* (Ri)==o0， 
证 ”对 任意 上 ,有 m* (RD 三 ([0,k]) 二 ,所 以 m* (R!)==o0. 
例 3.2.5 在 R: 中 ,直线 E=R'X{0), 则 m* (E)==0. 
证 ”对 每 个 k, 令 及 二 (一 AR)X{0}. 对 任意 的 e>0, 作 包含 E 的 开 矩 体 工 = 


(= 污 ， XX (一 则 zx” (Ei) 达 11| 二 6. 由 的 任意 性 , 知 mmr” (Ei) 二 0, 故 


大 " 襄 )" 


m" (E)=m" (UE,)<>m’ (E)=0, 即 得 nm (E)=0. 


3.3 可 测 集 


在 定理 3.2.1 中 我 们 看 到 外 测度 具有 次 可 加 性 . 由 定理 3.2.2 我 们 看 到 外 测 
度 可 望 是 矩 体 体 积 概念 在 任意 集合 上 的 推广 .很 自然 地 ,我 们 希望 外 测度 进一步 应 


该 有 可 数 可 加 性 , 即 当 集 列 {E.} 互 不 相交 时 ,应 该 有 m"” ( UE) 二 >m* (Ei). 可 
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惜 对 于 R" 中 任意 的 互 不 相交 的 子 集 列 {E), 上 述 可 加 性 的 等 式 不 成 立 . 事实 上 ， 
当 承 认 选 择 公理 时 ,即使 在 R! 中 ,我 们 也 能 造 出 两 个 不 相交 的 点 集 , 它 们 的 并 的 
外 测度 严格 小 于 各 自 的 外 测度 的 和 . 于 是 ,我 们 只 好 考虑 由 R" 的 部 分 子 集 而 成 的 
子 集 族 ( 当 然 它们 包含 了 所 有 的 适 体 ), 使 得 对 于 它们 来 说 ,可 数 可 加 性 成 立 . 这 种 
集合 就 是 我 们 这 一 节 要 讨论 的 可 测 集 . 

定义 3.3.1 设 ECR", 若 对 任意 的 点 集 TCR" ,有 

m* (T)=m’* (TE)+m’* (TE). (3. 4) 

则 称 巨 为 Lebesgue 可 测 集 ,简称 为 可 测 集 . 

可 测 集 的 全 体 记 为 M. 对 于 可 测 集 E, 称 其 外 测度 为 测度 , 记 为 m(E). 称 测度 
为 零 的 可 测 集 为 零 测 集 . 

通常 称 定义 中 的 条 件 为 卡 氏 条 件 , 称 其 中 的 集 了 为 试验 集 . 由 外 测度 的 次 可 
加 性 ,显然 有 mx"(T) 达 m* (TNE) 十 m* (TNE), 故 定义 3.3.1 中 的 (3.4) 式 可 
以 改 为 不 等 式 : 

m* (TD)>m* (TNE)+m’* (TNE:). (3.5) 

例 3.3.1 车 m* (E)= 二 0, 则 为 零 测 集 . 

证 对 任意 TCR", 有 mm* (TNE)++m* (TNE ym’ (E)+m* (T)= 
m* (了 ,所 以 上 为 可 测 集 , 且 mm(E) 二 0. 

由 此 可 知 : 空 集 、 有 限 集 \、 可 数 集 皆 为 零 测 集 . 由 定义 3. 3. 1 可 立 得 下 述 结论 . 

定理 3.3.1 若 上 为 可 测 集 , 则 EE 是 可 测 集 . 

定理 3.3.2 车 A,B 为 可 测 集 , 则 AUB,A 门 B,A\B 皆 为 可 测 集 . 

证 对 任意 TCR" , 易 知 


Tn(C4AUB)=Tn(4AUC4cnB))=(CTnA)UCTnAmnB)， (3.6) 


我 们 依次 利用 外 测度 的 次 可 加 性 .B 的 可 测 性 ( 取 了 TNA' 为 试验 集 ) 以 及 A 
的 可 测 性 ( 取 工 为 试验 集 ) ,有 

m* (TN (AUB))+m’ (TN (AUB)') 

<m’* (TMA)+m* (TNANMNMB)+m" (TNANMB') 

=m’* (TMA)+m’* (TNA’) 

=m"* (T). 《373 
所 以 可 知 AUB 是 可 测 集 , 从 而 AmB=(4A:UB':) 是 可 测 集 ,A\B==A 门 B* 也 是 
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可 测 集 . 
引 理 3.3.3 若 (E,) 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 , 则 对 任意 TCR", 有 


mr (DPm’ (TNE) tm’ (TNCUE)'). (3. 8) 
证 对 任意 TCR", 对 可 测 集 E 用 卡 氏 条 件 , 取 试 验 集 TN (EUE,), 有 
m’ (TN CE UE))=m" (TN (EUE)NE)+m’ (TN (EUE) NE:), 
即 ,wm (TN (EUE))=m’ (TNE)+m’ (TNE;,). 
再 用 归纳 法 ,对 每 个 有 m* (TN CUE)) 天 m* (TNE,). 
于 是 对 每 个 /, 由 UE, 的 可 测 性 ,可 知 >m* (TB 二 ma (TN (UE)') 
mr’ CTN CUED) tm (TN CUE,) )=m* (DD). 
再 由 4 的 任意 性 , 知 m* (TD 之 >m* (TNE) +m* (TN (UE.)'). 
定理 3.3.4( 可 数 可 加 性 ) 车 ( 瑟 ) 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 , 则 并 集 U EE 为 可 
测 集 , 且 
m( UE)= DmE). (3.9) 
证 对 任意 TCR", 由 外 测度 的 次 可 加 性 以 及 引 理 3. 3. 3, 有 
mr (TN (UE) +m’ (TN (CUE,)') 
SEm°: (TNE) tm’ (TNCUE)') 
<m* (T). 
所 以 UE 是 可 测 集 ,再 在 引 理 3.3.3 中 令 T=U 玉 ,有 m(UE)=>m(E). 
推论 3.3.5 若 {E) 是 可 测 集 列 , 则 并 集 UE 是 可 测 集 , 且 m( UE)<D>m(E). 
证 令 有 = 忆 ,一 EE\(UEE),k 之 2. 则 (HH,) 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 . 显 
然 ,UE= 山 本 .由 定理 3.3.4 知 UH 为 可 测 , 且 m(UH)=>m(H). 


由 此 易 知 ,UE 为 可 测 , 且 m(UE)= >m(Hi)<>m(E). 
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由 推论 3. 3. 5 结合 定理 3. 3. 1 易 得 下 述 推论 . 
推论 3.3.6 车 { 瑟 } 是 可 测 集 列 , 则 交集 门 EE 是 可 测 集 
例 3.3.2 设 A,B 是 可 测 集 , 若 BCA 且 m(B) 二 %, 则 
m(A\B)=m(A)—m(B). 
定理 3.3.7 车 有 递增 可 测 集 列 ECEC…CEC…, 则 
m(limE,)= limm(E,). C8. 10) 
koo 人 ->ce 
这 里 ,limE, 二 UE,( 见 第 一 章 定义 1 
证 不 妨 设 m( FE) <oo(k=1,2,3,.). 今 瓦 王妃 ,太一 及 NE (k=1,2,3, 
…), 则 {HH,} 为 互 不 相交 的 可 测 集 列 , 且 UE 二 U Hi, 故 
mlimE,)=m( UE ) =m( UH,) 
= Em(H)= En(E) —m(Er1)) 


es 
人 >coi 一 ] hrc 
定理 3.3, 8 若 有 递减 可 测 集 列 五 ; DE, Ow OED eh m(E )<<cc , 则 
m(limE,)= limm(E,). (3.11) 
kro0 人 >co 
这 里 ,limE, 二 门 EE,( 见 第 一 章 定 义 1.1.5). 
证 今 厂 :二 Ei\NE(k 二 1,2,3,…), 则 { 矿 ;) 为 递增 可 测 集 列 ,由 定理 
3. 3.7, 有 


m(E\(NE))=m( UH )=limm(H). 


因为 m(El) 二 co, 有 m(E)—m( NE, ) = lim(m(E) rm(E)) , 即 
m(limkE:, )=limm(E,). | 
大， 大 >co 
注意 , 若 缺 少 定 理 3. 3. 8 中 的 条 件 “m(EE )<cco”, 则 结论 一 般 不 再 成 立 , 
例 3.3.3 在 R! 中 , 令 E,=(k, eo) (k=1,2,3, …) ,由 {EFE, ;为 递减 可 测 集 
列 , 因 而 有 
0=m(@)=m( NE )A limm(E)= to. 
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3.4 可 测 集 类 


可 测 集 定义 ( 即 定义 3. 3.1) 指 出 ,要 证 明 一 个 集合 为 可 测 集 , 应 将 任意 点 集 工 
作为 试验 集 来 验证 卡 氏 条 件 . 下 面 的 引 理 告诉 我 们 ,只 要 对 于 试验 集 为 和 矩 体 的 情况 
验证 卡 氏 条 件 即 可 . 这 当然 会 为 以 后 的 研究 带 来 方便 . 

引 理 3.4.1 设 ECR', 则 玉 为 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 和 矩 体 IC 
Ra ,有 

m* (D 一 mi CGImE) 二 mm (INE). (3 12) 
证 ”必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 对 任意 TCR" ,任意 s 盖 0, 取 了 的 工 -覆盖 
(1 ,使 光 11<m* (CT 十 e, 则 
m”* (TNE)+m’* (TNE') 
<m’ (( UIINE) tm: (( UINNE) 
k=1 k=] 
着 mm 《五 NE)+ Sm* Cal ]E:y 
= 之 [me (TfNE)tm’ (fFE)] 


=>m (I)=2> hm (D+e 
由 e 的 任意 性 ,有 mm ( 了 T) 宇 m* (TNE) 十 m* (TNEF), 所 以 是 可 测 集 . 
定理 3.4.2 R” 中 的 矩 体 是 可 测 集 . 
证 ” 设 矩 体 SCR" ,对 任意 矩 体 TCR" ,不 妨 设 I 站 S 关 如,I 门 S' 关 多. 记 矩 体 


=INS, 把 1NS' 分割 成 有 限 个 互 不 相交 的 矩 体 之 并 :TS 一 UI, 则 有 1= 


mi (CInS)+m (INS)S< Em’ CID= 骨 | 有 一 1 = 
由 定理 3.4. 1, 知 矩 体 S 为 可 测 集 . 
由 R" 中 开 集 的 构造 ( 见 定 理 2. 2. 8) 可 知 :每 个 开 集 可 写成 可 列 个 互 不 相交 的 
半 开 半 闭 的 和 矩 体 之 并 . 这 样 应 用 定理 3. 4. 2 及 定理 3. 3.4 可 知 : 开 集 必 为 可 测 的 . 
由 此 容易 得 到 下 述 推论 . 
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推论 3.4.3 开 集 , 闭 集 、F, 集 .Cs 集 .Borel 集 缘 是 可 测 集 . 
定理 3. 4. 4( 可 测 集 的 等 价 刻画 ) 设 ECR", 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) 玉 是 可 测 集 ; 
(2) 对 任意 e 过 0, 存在 开 集 GDE, 使 m* (G\E)<<e; 
(3) 对 任意 e 汪 0, 存在 闭 集 FCE, 使 m* (E\F)<e; 
(4) 存在 G; 集 昌 DDE, 使 m(H\E)=0; 
(5) 存在 Ff, 集 KCE, 使 m(E\K)=0. 
证 〈1) 汪 (2):9 若 m(E)<cc. 对 任意 e>0, 取 五 的 工 -覆盖 (有 六 使 之 | 及 | 去 
m(E)Te. 令 C= UT, 则 开 集 CE, 且 
m(G\E)=m(G) —m(E)<> [Ti|—m(E)<e. 


@ 若 mm( 盏 一 co. 令 及 一 E 站 BC(0, 人 (一 1,2,3,…), 则 已 一 局 已 . 对 任意 s> 

0, 对 每 个 k, 存 在 开 集 G 忆 已 ,使 (GANED<< 喜 . 令 G= UGo 则 开 集 GE, 且 
m"* (G\E)< Ym(G\E) <e. 

(2) 一 (4) :由 (2) 知 对 每 个 自然 数 , 存 在 开 集 Gi 汪 E, 使 m* (Gi\E) 一 二. 令 


HGi, 则 有 Gs 集 HE, 且 对 任意 ,有 
m(H\EY<m* (GANB) < 到. 


由 & 的 任意 性 , 必 有 m(H\E)=0. 
(4) 二 (1) :由 (4) 知 存在 G; 集 昌 DE, 使 mw(H\E)==0, 则 
E=H\(H\E). 
因为 G; 集 互 与 零 测 集 H\E 皆 为 可 测 集 , 所 以 下 为 可 测 集 . 
(1) 全 (3) : 忆 为 可 测 集 ,从 而 得 开 为 可 测 集 ,由 (1) 知 (2) 成 立 ,对 任意 ce 二 0, 存 
在 开 集 GF ,使 m* (G\E')<<e. 令 下 =G', 则 闭 集 FCE, 且 
m(E\F)=m(E\G')=m(G\E')<e. 


(3) 过 (5); 由 (3) 知 对 每 个 自然 数 &, 存 在 闭 集 CE, 使 m* (E\F)<T. 令 


K 二 UF, 则 有 F, 集 KCE, 且 对 任意 ,有 
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m(E\K)<m’ (E\F)<T. 


由 的 任意 性 , 必 有 m(E\K)==0. 
(5) 过 (1): 由 (5) 知 ,存在 FF, 集 KCE, 使 m(E\K)==0, 则 
E=KU (EA\R). 
因为 F, 集 K 与 零 测 集 E\K 皆 为 可 测 集 ,所 以 EF 为 可 测 集 . 
定理 3.4.5 设 ECR’”, 则 存在 G; 集 玉 , 使 HDE 且 m(HH) 二 m* (E) (通常 称 
万 为 下 的 等 测 包 ). 


证 对 每 个 自然 数 &, 存 在 开 集 Gi 刁 E, 使 m(Gi) 去 mr (BE) 十 到. 令 刀 = 


月 Gi, 则 有 G; 集 HE, 上 且 对 任意 ,有 
m* (EFE)<m(H)<m(G)<m’ (可 十 过. 


由 的 任意 性 , 必 有 mm(H)= 二 =m* (E). 
命题 3.4.6 设 T:R" 一 R" 是 一 个 双 射 , 且 保 持 点 集 的 外 测度 不 变 . 则 对 于 可 
测 集 已 ,TCE) 必 是 可 测 集 . 
证 ”对 任意 的 试验 集 V, 记 U=T!'(V), 有 T(U)==V, 则 
m” (VITOE))+m’ (VN CTOE))') 
=m"* (TDNNTE) Hm (CTD MN TOE)) 
=m" (T(UNE))+m’ (T(UNE:)) 
=m’* (UNE)+m* (UNE') 
=m* (U)=m’* (T(U))=m" (V). 
所 以 T(E) 是 可 测 集 . 
定理 3.4.7( 平 移 不 变性 ) 设 可 测 集 ECR”,a€ER",i 记 E+{a} 二 {rx 十 a:X€ 
}. 则 十 {a} 为 可 测 集 , 且 有 m(E+{a}) 二 m(E). 
证 今 T(z)= 二 x 十 a, 由 命题 3.4.6 及 外 测度 的 平移 不 变性 即 得 . 
命题 3.4.8( 距 离 外 测度 性 质 ) 设 A,BCR", 若 d(A,B) 放 0, 则 
m* (AUB)=m’* (A)+m"* (B). 


证 记 r=d(A,B), 邻 G= zid(z,A)< 了 , 则 ACG 及 BCG'. 易 见 G 为 


开 集 ,从 而 G 为 可 测 集 ,现在 取 AUB 为 试验 集 ,得 
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m* (AUB)=m* ((AUB)NMG)+m’ (CAUB)NMG)=m’* (CA) 十 7 (B). 


3.5 不 可 测 集 


我 们 已 经 知道 , 开 集 、 闭 集 、F, 集 、G， 集 、Borel 集 绽 为 可 测 集 . 自然 就 有 一 个 
重要 的 问题 :不 可 测 集 是 否 存在 ? 也 就 是 问 : 可 测 集 类 M 是 否 是 P(R") 的 真子 集 ? 
这 个 问题 的 答案 在 3. 3 节 一 开始 就 提 到 了 . 本 节 我 们 就 这 个 问题 进行 更 具体 的 
探讨 . 

有 时 可 以 用 比较 基数 大 小 的 方法 来 判断 集合 的 真 包 含 问 题 . 例如, 记 A 为 代 
数 数 集 , 则 ACR! ,如 能 证 明 A<c, 则 A 必 为 Ri 的 真子 集 ,从 而 证 明了 超越 数 的 存 
在 . 

所 以 我 们 先 来 研究 可 测 集 类 M 的 基数 . 为 了 方便 起 见 ,下 面 在 R! 中 讨论 问 
题 , 若 要 推广 到 R” 的 情况 ,并 无 本 质 上 的 困难 . 

命题 3.5.1 在 Ri 中 ,可 测 集 类 M 的 基数 为 2. 

证 由 MCP(R') 知 M2. 另 一 方面 ,Cantor 集 C 是 R! 中 具有 连续 基数 < 
的 零 测 集 ,对 任意 的 EE P(C) ,有 mm (CBE) 生 mm CC) 一 0, 可 知 EEM, 从 而 得 PCC) 
CM. 所 以 有 MB(O)==2. 合 之 ,有 M=2.. 

因此 可 知 ,可 测 集 类 M 的 基数 与 R' 的 寡 集 的 基数 是 相等 的 ,从 而 不 能 用 比较 
基数 大 小 的 方法 来 判断 不 可 测 集 是 否 存在 ,但 下 面 的 命题 说 明了 (在 承认 选择 公理 
的 前 提 下 ) 不 可 测 集 的 存在 . 

命题 3.5.2 在 R' 中 ,不 可 测 集 是 存在 的 . 

证 以 Q 表 示 有 理 数 集合 .在 R' 中 ,对 任意 的 z,yE(0,1), 若 z 一 yEQ, 则 
称 xz 与 y 等 价 , 记 为 zx~y. 根据 等 价 关 系 “ 一 ”把 (0,1) 中 的 点 进行 分 类 ,在 每 一 个 
等 价 类 中 取出 一 点 作为 代表 , 这些“ 代表 ”的 全 体 记 作 S. 记 (一 1, 1D) 门 Q= {ni,r， 
yr 令 Sj 二 {ZI 十 ry :XES}(k 一 1,2,…), 得 集 列 {S,}. 

先 证 {Si}) 中 的 集合 是 互 不 相交 的 . 车 S; 门 S; 关 如, 则 存在 x,yES, 使 zx 十 7x; 一 
yrj, 于 是 x 一 y 二 rj 一 ri:-EQ, 即 zx 与 y 属于 同一 等 价 类 . 由 S 的 构造 知 z 一 ,从 
而 可 得 =x , 即 得 i==j. 


再 证 (0,D)CUS:C( 一 1,2). 设 zE(0,1), 则 存在 >ES, 使 z 一 yEQ. 于 是 存 
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在 k 使 ?一 y=m, 即 有 z=y 十 mE SiCCUS, 所 以 (0,1)CU Si. 而 对 每 个 4, 有 
US 1 

现在 设 S 是 可 测 集 , 则 有 部 m(S，)==m(U Si)<m( 一 1,2) 二 3, 再 由 测度 的 平 
移 不 变性 , 知 对 每 个 ,有 zw(Si) 二 m(S) ,所 以 必 有 wm(S) 二 0. 于 是 可 得 1 一 mm(0， 
D<<m( U Si) 二 0, 矛 盾 . 所 以 S 必定 不 是 R! 中 的 可 测 集 . 


若 把 命题 3. 5.2 的 证 明 作 些 修改 ,可 以 得 到 :每 个 正 测度 集 具 有 不 可 测 的 
子 集 . 


3.6 例题 选 讲 


例 3.6.1 设 G 是 R” 中 的 开 集 ,已 是 零 测 集 , 则 CG 一 CNE. 

证 设 xEG, 对 任意 的 6>0, 有 BCz,9) 门 G 关 BG. 车 B(x,) 门 (G\E) 二 名 , 即 
(B(z,ONONE=G, 于 是 (B(z,0) 门 GO)CE, 得 m(E) 宇 m(B(zx,6) 门 0) 二 0， 
矛盾 .所 以 BC(z,0) 门 (G\E) 关 名 , 即 zEG\E, 故 GCG\E. 

再 由 GDQONE, 知 GDG\E. 合 之 ,有 C 一 CNE. 

例 3. 6.2 试问 是 否 存在 闭 集 F,FCLa,b] 且 FLa,b], 而 m(F)==b 一 a? 

解 不 存在 . 若 这 样 的 下 存在 ,因为 下 为 闭 集 , 于 是 a 二 infF 与 0 一 supF 皆 属 
于 下 ,从 而 不 难 知道 [a,5b]N\F 二 (a,5)\F 为 非 空 开 集 ,所 以 可 推出 m([La,5j\) 才 
0. 男 一 方面 ,由 到 (La;b 有 N= 二 ma([a,6]) 一 m( 了 PF) 二 6 一 a 一 m( 下 ) 二 0, 了 矛盾 . 

例 3.6.3 设 {E}) 是 R" 中 的 可 测 集 列 , 则 mlimE: )<limm(E). 


证 对 每 个 k, 令 B, 一 站 E;, 则 {Bi) 是 递增 可 测 集 列 ,由 定理 3.3.7, 有 
m(limEi)=m( U Bi)=limm(B)<limm(E). 
Fee k=1 人 -co 远志 
例 3.6.4 设 { 尼 )} 是 R' 中 的 集 列 , 则 mm (imE)<limm* (CE 
大 >~co k—>00 


证 对 每 个 k, 作 Ei 的 等 测 包 ,由 上 例 知 


m”* (limE:)<m(limH;)<lim m(H)= limm” (E). 
hoo ko hoo ec 


例 3.6.5 设 {E) 是 R" 中 的 递增 集 列 , 则 m* (limEs)==limm* (E). 
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证 因为 (EE.} 为 递增 集 列 , 故 有 limE 二 limE. 再 由 {m* (Ei)) 为 递增 数列 ， 

知 limm* (Ei) 存 在 ;所 以 * (limE) =m" (limE,)< limm’* (Ei) = limm" Ch) 
和 pe pa a 

男 一 方面 ， 对 每 个 k， 有 E: C lim FE, 知 710 (Ei) Mm’ (lim Fi )， 再 由 
limm* (Ei) 存 在 ;所 以 有 limm* (下 < (limE.). 
koe ho 人 >co 

合 之 ,有 m* (limE) 二 limm* (E,). 

Eb we 

例 3.6.6 设 {E} 是 [0,1j 中 的 可 测 集合 列 , 且 有 mm(E) 二 1(k 二 1,2,…), 试 
证 明 :m( 有 ED 一 1. 

证 对 每 个 k, 令 A 二 [0,1]\Ei, 则 有 m(As)==0. 因为 [0,1]\( 几 E,)= 


UArs 以 及 0Sm( UA ED mA)=0, mE) =m([0,1) —m( UA) 
一 1 一 0 一 1. 

例 3.6.7 设 ECR! 且 m* ( 瑟 ) 二 0,0<a<m (CE), 试 证 明 :存在 已 的 子 集 A， 
使 得 m* (A) 二 a. 

证 对 t+E(0, 十 co), 令 f(D 二 =m" (ENL 一 t,tj). 对 任意 的 s,tE€ (0, 十 co) ,不 妨 
设 st, 有 f(D 和 fC9) 十 mr*([ 一 t,t 由 \[ 一 s,s] ,从 而 有 |f02) 一 了 f039)| 志 211 一 s|, 所 以 
f(D 在 [0, 十 2o) 上 连续 . 

由 limf(W)=0 及 lim /CO 一 lim ma” (EN[ 一 k, 旭 ) 二 m*(E), 再 由 连续 函数 
的 介 值 定理 , 知 对 0 二 a 二 m"(E), 存 在 ;使 f(s)= 二 a, 故 A==EN[ 一 s,sj] 为 所 求 
之 集 . 

例 3.6.8 设 ECR: 有 目 0<a<m(E), 试 证 明 : 存 在 无 内 点 的 有 界 闭 集 下 ,使 得 
FCE,H m(F)=a. 

证 今 忆 二 EE\Q, 则 Ei 无 内 点 , 且 m(Ei) 二 m(E) 之 a, 故 存在 闭 集 FiCE， 
使 m(Fi) 这 a. 再 由 上 例证 明知 存在 i, 使 x (FN[ 一 1,j) 二 a. 现在 令 下 一 书 站 
[一 本; 则 mx(F)==a 及 FCFICE,CE, 因 为 Ei 无 内 点 , 故 下 无 内 点 ;因为 Fi 为 
闭 集 , 故 下 为 有 界 闭 集 . 

例 3.6.9 试 在 R' 中 作 一 个 由 某 些 无 理 数 构成 的 闭 集 下 ,使 得 2CF) 过 0. 


证 记 Q= {7 TS 念 G 噩 (nm 一 去 ,= 十 去) , 则 m(G)<2. 再 令 


F=RI\G,; 由 m(R')=m(G)T+m(F), 和 am(F)>0. 
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例 3.6.10 若 巨 是 Re 中 的 零 测 集 , 则 天 是 稠密 集 . 


证 由 m(E)=0, 知 上 =. 再 由 命题 2.3.8, 知 (E)- 一 (FE)' 一 Yr 一 R", 所 
以 EF' 是 稠密 集 . 

例 3.6.11 设 有 f:[La,b]>R'. 若 对 于 La,6bj 中 任 一 可 测 集 ,f(E) 必 为 Ri 
中 的 可 测 集 , 试 证 明 : 对 于 [a,b] 中 任 一 零 测 集 Z, 必 有 m(f(2)) 二 0. 

证 设 Z 为 [a,b] 中 的 零 测 集 ,车 m(f(2)) 记 0, 由 命题 3.5.2 后 的 说 明 , 知 存 
在 不 可 测 集 ACf(2), 令 E=2ZN 门 广 1(A). 于 是 因为 零 测 集 Z 的 子 集 , 故 玉 为 可 
测 集 .但 是 f(E)= 二 A(Z 门 六 1(A)) 二 1(2Z) 门 A 二 A 为 不 可 测 集 ,矛盾 . 

例 3.6.12 证 明 :R" 中 的 点 集 已 一 {z 一 (6, 力 :6 与 了 之 一 是 有 理 数 } 是 堆 
测 集 . 

证 设 有 理 数 集 Q= {ri ,rp ,…, 元 ,…), 则 

EC(QXRIUR XO=CU (nm) XR UCU RI Xm)). 
对 每 个 上 ,有 m* (ni} XRD 一 和 (R'X (nn)) 二 0, 故 m* (E) 二 0, 即 巨 是 零 测 集 . 

例 3.6.13 设 ACR:,m(A)>0, 证 明 : 存 在 zx,yEA, 使 得 0 关 z 一 yEQ. 

证 取 nn 充 分 大 ,使 得 S 二 ANn[ 一 n,nj] 为 正 测度 集 . 记 Q 由 [0,1]={ni,r， 


…, 冰 ,对 每 个 上 , 今 Si 二 S 十 {ri), 则 有 m(Si) 二 m(S), 故 Dm(Si) 二 o2. 车 


(S,) 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 , 则 有 之 m(S) =m( US.) <m([ 一 4 一 1,n 十 1]) 过 
co, 推出 矛盾 . 所 以 有 ; 汉 ) 使 S; 门 S; 关 多 , 则 存在 x,yESCA, 使 x 十 7 二 y 二 7), 于 
是 有 0 关 X 一 y=7j; 一 ri:€EQ. 

例 3.6.14 设 ECR",HH 是 包含 E 的 可 测 集 , 若 了 H\E 中 的 任 一 可 测 子 集 皆 
为 零 测 集 , 证 明 :m(H) 二 m* (E). 

证 ” 作 E 的 等 测 包 S, 则 易 知 埋 \S 是 昌 \E 的 可 测 子 集 , 故 m(H\S) 二 0. 再 由 
m* (E)<m( HNMNS)<m(S)=m’' (EE), 和 Mm’ (E)=m(HNS). 所 以 有 

m(H)=m(H\S)+m(HNMNS)=m’ (E). 
例 3.6.15 设 A,BCR”,AUB 是 可 测 集 且 m (AUB) 二 oo, 若 
m(AUB)=m’* (A)+m" (B). 

证 明 :A,B 丝 为 可 测 集 . 

证 取 B 的 等 测 锯 , 令 K= 二 (AUB)\H, 则 AUBCHUK, 故 有 
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m(H)+m(K)m(AUB)=m’* (A)+m’* (B). 
由 mn( 瑟 )= 二 mr*(B) 二 o, 有 mm(KR) 宇 m* (A). 因为 可 测 集 KCA, 取 A 为 试验 集 , 有 
m* (A)=m’* CANMNK)+m’* (ANMK’')=m(K)+m’ (A\K). 
所 以 有 mm" (A\K) 二 0, 即 A\K 为 可 测 集 , 知 A 二 (A\K)UK 为 可 测 集 . 
同 理 可 证 B 为 可 测 集 . 
例 3.6.16 设 工 是 由 R! 中 某 些 互 不 相交 的 正 测度 集 形 成 的 集 族 , 试 证 明 :T 
是 至 多 可 数 的 . 
证 对 每 个 ik, 令 Tw 一 {EETsm(EN[ 一 让) 之 二 |, 则 有 T 一 UTww. 事实 
上 , 若 EE 了 ,由 limm (EN[L 一 i, 让 ) 二 m(E) 之 0, 知 存在 isk, 使 mEN[ 一 i, 引 ) 祖 
1/&, 故 EE Tr, 于 是 有 TCUT. 另 一 方面 ,显然 有 TUT, 所 以 P=UT 
若 [i 为 无 限 集 ,从 中 选取 集 列 {E;), 则 
m([—isiD)>m( UE)NL-ii)= Sm(ENL-i,i])=0%. 
得 矛盾 ,所 以 每 个 Ti 为 有 限 集 ,从 而 得 是 至 多 可 数 集 . 
例 3.6.17 设 ECRI! ,车 存在 g(0 二 gq 过 1) ,使 得 对 任 一 开 区 间 (a,5) ,都 有 开 
区 间 列 {7) 
EN (a,)C Ub, Sm(1) <ab—a). 
试 证 明 :m(E) 二 0. 
证 ”对 任 一 开 区 间 (a,6) ,显然 有 m* (EN 由 (a,b))< 过 q(b 一 a). 


若 (一 0, 由 入 Bem (CD , 取 互 的 工 - 覆 盖 { 卫 ) ,使 IL ee (BE), 


即 有 m* (E)>q>||. 对 每 个 和 有 m" (ENI)<gl|, 则 
m"* (E)=m" (ENCUI))S< Em’ (EN <aS Ll. 
得 矛盾 , 故 必 有 mm ” (E) 二 0, 即 m(E)==0. 
例 3.6.18 设 m*(E) 二 oo0, 试 证 明 : 存 在 包含 巨 的 G; 集 卫 , 使 得 对 于 任 一 可 
测 集 A, 有 
m" (ENMA)=m( HNMA). 
证 取 互 的 等 测 包 五 ,对 可 测 集 A 分 别 取 试验 集 EE, 囊 ,有 
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m’* (E)=m* (ENA)+m* (ENA’), 
m(H)=m(HNMA)+m(HNMA'). 

由 mm(H)=m’ (E)<ooRm’ (ENA)Zm HMA ,Mm (ENA)E 
m( 昌 门 A). 另 一 方面 ,显然 有 mx” (EN 站 A) 夺 m CHEmA) ,所 以 mm (开门 A) 三 
m(HNMNA). 

例 3.6.19 设 可 测 集 ECR", 记 一 EF 二 (一 zx:X7EE), 则 一 E 是 可 测 集 ,是 
m(—E)=m(E). 

证 令 T(z) 王 一 z, 则 T:R"->R" 是 双 射 及 T(E) 二 一 E. 与 定理 3. 2. 3 的 证 
明 类 似 , 知 工 保持 点 集 的 外 测度 不 变 , 再 由 命题 3.4.6 知 一 EE 是 可 测 集 , 且 有 
m(—E)=m(E). 

例 3.6.20 设 ECR: 是 可 测 集 , 若 对 任意 的 zE (一 1,1) ,x 与 一 x 之 中 必 有 
一 点 属于 ,证 明 :m(E) 宇 1. 

证 记 一 E={ 一 x:7EE), 有 (一 1,1)CEU( 一 EBE). 由 上 例 知 mm( 一 E) 一 
m(EE) ,再 由 (E) 十 m( 一 EE) 宇 2, 所 以 m(E) 宇 1. 

例 3.6.21 设 Fz)=z 习 , 若 ECRI 为 可 测 集 ,证 明 : 了 (E) 为 可 测 集 . 

证 设 EE 为 有 界 零 测 集 ,EC( 一 n,n). 对 任意 ce 之 0, 存在 开 集 G, 使 得 ECGC 


(一 m 旭 及 ma(G) 一 3. 把 开 集 G 表示 为 构成 区 间 之 并 :G 一 UCar,b.), 则 
m* (f(E) Sm" (f (6)) =m( U (alst))=> 0a) 
=> ba) (B+b ar tad) Sm m(G) <e. 
所 以 m*(f(E))==0, 即 /(E) 为 零 测 集 . 
再 设 巨 为 一 般 零 测 集 , 可 知 f(E) 二 Uf(EN( 一 n,n) ) 为 零 测 集 
最 后 设 忆 为 可 测 集 , 则 已 = FNZ, 这 里 , 刀 是 Gs 集 ,Z 是 零 测 集 . 设 互 一 由 Gu， 


这 里 ,每 个 G, 是 开 集 , 知 /(G.) 为 开 集 ,由 /为 双 射 知 /(H) 二 站 了 (Gi) 为 Gs 集 . 
再 由 f(2Z) 为 零 测 集 ,得 FCE)= FCBD)NFCZ) 为 可 测 集 . 
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l. 设 A,BCR” 且 m* (A) 二 0, 证 明 :m* (AUB)==m* (B) 二 m* (B\A). 

2. 设 ECR", 若 对 任意 的 xEE, 存 在 50, 使 m* (B(x,8) 门 EF) 二 0, 证 明 : 
m”* (E)=0. 

3. 设 ECR" , 铬 对 任意 的 开 甜 体 T, 有 mm* (EN 了 1) 二 0, 证 明 :m" (E) 二 0. 


4. 设 ECR", 若 EG , 则 mm* (E)>>0. 

5. 设 A,BCR”,ACB,A 是 可 测 集 且 有 m(A) 二 mx* (B) 二 oo0. 试 证 明 :B 是 可 
测 集 . 

6. 设 A,BCR" 是 可 测 集 , 证 明 :m(AUB) 十 m(A 站 mB) 二 m(A) 十 m(B). 

7. 证 明 : 巨 是 可 测 集 OVACE,BCE:, 有 m* (AUB)==m* (A) 十 m* (B). 

8. 设 ECLa,b]; 车 m(E)==6 一 a, 则 E=[a,bl. 


9. 设 A,B 是 [0,1] 中 的 可 测 集 , 且 有 mCA) 一 m(B) 一己 , 试 证 明 :m(ANB) 
> 本 

10. 试 证 明 ECR" 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 的 s 盖 0, 存 在 开 集 
Gi 与 G2, 使 得 GDE 且 G,DE, 自 m(G 门 G;)<<e. 

11. 设 ECR" ,证 明 玉 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 的 e>0, 存 在 开 集 
GDDE ,存在 闭 集 FCE, 使 得 m(G\F)<e. 

12. 设 ECR" 且 m* (EE) 过 co, 车 有 m* (E) 二 sup{m(F) :FCE 是 有 界 闭 集 }. 
证 明 : 五 是 可 测 集 . 

13. 设 五 为 零 测 集 ,A 为 不 可 测 集 , 证 明 :A 门 天 为 不 可 测 集 . 

14. 设 五 为 不 可 测 集 , 试 证 明 : 存 在 zE 互 ,使 得 对 于 任意 的 $>0,E 门 BCz,9) 
为 不 可 测 集 . 

15. 设 ECR" ,证 明 :m* (FE) 二 inf{m(G) :ECG,G 为 开 集 }. 

16. 设 ECR" , 若 存 在 可 测 集 列 {Ai}),{Bi) ,使 得 AtCECBi(k 二 1,2,…), 且 
有 limm(Bi\A4) 王 0, 证 明 : 巨 是 可 测 集 . 
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17. 设 可 测 集 ECR", 证 明 ; 存 在 巨 的 紧 子 集 列 {K,) ,使 KICK CCKC 


…, 且 m(E\UKi)=0. 

18. 设 A 是 可 测 集 ,证 明 :mx* (AUB) 十 m* (A 门 B)==m(A) 十 m* (B). 

19. 设 ACL0,1] 可 测 ,m(A) 二 1, 则 对 任意 的 BC[0,1], 有 m* (ANB) 
= (BY. 

20. 设 ECR 且 m"(E) 放 0, 则 对 任意 的 gq(0<g<1) ,存在 开 区 间 (o ,20) ,使 


m’ (EN(a,b))>q(b—a). 
21. 设 Ei, Ei,…, EE, 是 [0,1] 中 的 可 测 集 , 且 有 汤 m(E) > 一 1, 试 证 


明 :m CAE, )>0; 

22. 设 玉 为 可 测 集 , 且 m(E) 这 0, 试 证 明 :存在 xzEE, 使 得 对 于 任意 的 6 二 0， 
有 m(ENMB(z,0))>0. 

23. 设 {Gihea 是 开 集 族 ,EC UG. 车 对 每 个 XE A,ENG 是 可 测 集 ,证 明 :E 
是 可 测 集 . 

24. 设 ECR", 对 ER, 记 )E 一 (AMzr:zE 忆 ). 若 已 是 零 测 集 ,证 明 :)FE 是 零 
测 集 . 

25. 设 ECR", 对 ER, 记 )E 王 (人 Az:zE 忆 ). 若 已 是 可 测 集 , 证 明 :) 刁 是 可 
测 集 . 

26. 设 六 Re-~R 为 连续 函数 , 若 对 于 R" 中 任 一 零 测 集 Z,f(2) 为 R 中 的 零 测 
集 , 证 明 : 对 于 R" 中 任 一 可 测 集 E,f(E) 为 R 中 的 可 测 集 . 

27. 设 ECR”, 若 对 任意 开 集 GCR", 有 m* (G)==m* (GN 门 E) 十 m* (GN 站 EE)， 
则 五 为 可 测 集 . 

28. 设 I=[0,1]X[0,1], 令 E={ (zx,y) El; |sinz | 过 去 ,cos(zx 十 y) 是 无 理 


数 ). 试 求 m(E). 

29. 设 4A,BCR, 若 A 是 零 测 集 , 证 明 :AXB 是 R* 中 的 零 测 集 . 

30. 设 A,B 是 R 中 的 可 测 集 ,证 明 :AXB 是 R? 中 的 可 测 集 . 

31. 设 ECR 是 可 测 集 ,a ER,6 二 0, 若 对 于 满足 |zx| 过 6 的 x,a 十 xX 与 4 一 + 之 
中 必 有 一 点 属于 ,证 明 :m(E) 这 6. 
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32. 设 ECL0,1] 是 可 测 集 , 且 么 ( 瑟 ) 记 e>>0,zEL0,1G=1,2,…,2) ,其 中 
5 试 证 明 :E 中 存在 两 个 点 ,其 距离 等 于 (zz wz) 中 某 两 个 点 之 间 的 


距离 . 

33. 设 WW 是 [0,1] 中 的 不 可 测 集 , 试 证 明 ; 存 在 e(0<e 过 1) ,使 得 对 于 L0,1] 中 
的 任 一 满足 m(E) 之 e 的 可 测 集 天 ,W 人 站 EFE 是 不 可 测 集 . 

34. 设 {1B ?是 Re 中 的 递减 可 测 集 列 ,m* (A) 二 oo. 对 每 个 上 , 今 El 二 A 门 B,， 
E= 站 EE. 试 证 明 ;limm* (E.) 一 m* (E). 

k=1 k=o0 

35. 设 ECL[a,b] 是 可 测 集 , C 己 [a,b5] (k= 二 1,2,…) 是 开 区 间 列 ,满足 
m(INE) 尖 子 |I|( 一 1,2,…), 试 证 明 :m(CUIDNNE) 宇 mCU). 


36. 证 明 : 在 R 中 ,每 个 正 测 度 集 具 有 不 可 测 的 子 集 . 
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4 可 测 函 数 


为 了 建立 Lebesgiie 积分 的 理论 ,本 章 将 引进 可 测 函 数 , 它 是 比 连续 函数 更 为 
广泛 的 一 类 函数 . 我 们 将 讨论 可 测 函 数 的 性 质 ,讨论 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ， 
并 研究 可 测 函 数列 的 几 种 收敛 概念 . 


4.1 可 测 函 数 的 定义 及 性 质 


有 了 可 测 集 的 概念 ,我 们 就 可 以 定义 可 测 函 数 . 若 不 加 说 明 , 以 下 提 到 的 函数 
均 指 广义 实 值 函数 . 

定义 4.1.1 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 ECR” 上 的 广义 实 值 函 数 , 若 对 于 任意 
实数 点 集 {TEE: Acz) 二 尹 是 可 测 集 , 则 称 Az) 是 下 上 的 可 测 函 数 . 

知 在 一 个 问题 中 所 讨论 的 函数 定义 域 都 是 瓦 , 则 常 把 上 述 定义 中 的 点 集 简 记 
作 {z: f(x) 之 t}. 

例 4.1.1 若 f(z) 是 La,bj 上 的 单调 函数 , 则 f(z) 是 La,5] 上 的 可 测 函 数 . 

证 “容易 看 到 ,对 于 任意 上 ER: ,点 集 {zE[a, 中 :jz) 二 旨 或 为 区 间 ,或 为 单 
点 集 , 或 为 空 集 . 因而 必 为 可 测 集 , 故 f(x) 是 La,b] 上 的 可 测 函 数 . 

例 4.1.2 大 jz) 是 零 测 集 瑟 上 的 函数 , 则 f(z) 是 上 的 可 测 函 数 . 

证 显然 ,对 于 任意 上 ERI ,点 集 {zE 巨 :FGz)> 坟 是 零 测 集 , 当 然 是 可 测 的 . 由 
此 知 Foz) 是 已 上 的 可 测 函 数 ， 

定理 4.1.1 设 Fz) 是 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 广义 实 值 函数 , 则 下 列 条 件 
等 价 : 

(1) f(z) 是 上 的 可 测 函 数 ; 

(2) 对 任意 实数 上 点 集 {z: f(r) 三 } 是 可 测 集 ; 

(3) 对 任意 实数 1, 点 集 {x: f(r) 二 t} 是 可 测 集 ; 

(4) 对 任意 实数 1, 点 集 {x: f(x) 宇 t} 是 可 测 集 . 

证 只 要 注意 到 下 述 等 式 即 可 明了 . 

(1) S02);{r: f(t =E\{r: f(x) >t). 
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(2) >03) {zf(7) < = (zf:|. 
(的 PD = tf} 


WD:{r:f60)>0=U {zf(02eti]}. 

推论 4.1.2 若 f(z) 是 ECR” 上 的 可 测 函 数 , 则 对 于 任意 的 :ER, 任 意 的 区 
间 ICRi ,集合 (z:jFz) 王 路, 广 !(CD 缘 为 可 测 . 

证 比如 2ER, 则 (z:Fz) 王 力 ={z:FGz) 三 人 Ntz:FGz) 盖 情 . 由 定理 4.1.1 
可 立 得 结论 . 又 比如 设 天 (CO , 则 广 !(D={z:Fz)>>dntz:Fz) 一 站 .由 定 
理 4. 1. 1 和 定理 3. 3. 2 可 立 得 结论 . 其 他 情况 也 不 难 证 明 . 

推论 4.1.3 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 广义 实 值 函 数 , 则 下 列 条 件 
等 价 : 

(1) f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 ; 

(2) 对 任意 开 集 GCR: ,1(G) 与 {x: f(z) 二 十 co} 丝 为 可 测 集 . 

证 (1)>(2): 设 开 集 G 二 UT, 这 里 ,每 个 1 是 开 区 间 . 由 推论 4.1.2 可 以 


知道 {z: f(x) 一 十 oo} 及 每 个 /1(1) 都 是 可 测 集 ,所 以 /1(G) 二 Uf/'(1) 也 是 
可 测 集 . 

(2) 一 (1) ;对 任意 实数 tx: (7) 之 t= 二 f((t, 十 oo))U {zr: f(x) 二 十 0) 为 
可 测 集 ,所 以 f(x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 

上 述 推论 结合 可 测 函数 的 定义 可 立 得 下 述 推论 . 

推论 4.1.4 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 ECR* 上 的 实 值 函数 , 则 下 列 条 件 
等 价 : 

(1) f(z) 是 玉 上 的 可 测 函数 ，; 

(2) 对 任意 开 集 GCCRL , 广 !(G) 为 可 测 集 . 

推论 4.1.5 车 f(x) 是 可 测 集 玉 上 的 连续 函数 , 则 .Az) 是 已 上 的 可 测 函 数 . 

证 由 f(z) 是 EE 上 的 连续 函数 及 定理 2.5.1, 可 知 对 任意 开 集 GCRIi ,存在 
开 集 CR" ,使 (G) 二 HNE, 故 广 '(G) 是 可 测 集 ,从 而 得 f(z) 是 玉 上 的 可 测 
函数 . 

例 4.1.3 设 ECR’”, 则 EE 是 可 测 集 当 且 仅 当 特 征 函数 Xe(zx) 是 可 测 函 数 . 
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证 ”必要 性 , 设 巨 是 可 测 集 , 则 对 任意 实数 :有 


R”, i1<=0; 
{XER":XE(X)>1) = E, 0<t<1; 
gS， tl1. 


从 而 知 特征 函数 Xs (xz) 是 可 测 函 数 . 
充分 性 . 由 特征 函数 六 (z) 是 可 测 函 数 , 知 下 =(zER":XECz) 盖 0) 是 可 测 集 . 


例 4.1.4 者 zz) 定 义 在 可 数 个 可 测 集 E(k 二 1,2,…) 的 并 和 集 E=UE. 上 ; 
上 且 f(z) 在 每 个 Eb 上 为 可 测 , 则 f(z) 在 玉 上 也 为 可 测 . 


oO 


证 对 任意 实数 1,{zEE: f(x) 二 } 一 U {rzE FB: f(x) 之 t) 为 可 测 集 ,所 以 
了 f(z) 是 EE 上 的 可 测 昂 数 , 

例 4.1.5 奉 f(z) 是 上 的 可 测 函 数 , 而 A 是 E 的 可 测 子 集 , 则 f(z) 是 A 
上 的 可 测 函 数 . 

证 ”对 任意 实数 1, {zxEA: f(z) 之 } = 二 {rEE;f 了 (zr) 之 t} 门 4 为 可 测 集 ,所 以 
f(z) 是 A 上 的 可 测 陌 数 . 

定义 4.1.2 设 P(z) 是 一 个 与 五 中 的 点 有 关 的 命题 , 若 除了 五 中 的 某 个 
零 测 集 以 外 ,P(z) 皆 为 真 , 则 称 P(z) 在 巨 上 几乎 处 处 成 立 , 记 作 P(x),a.e. 于 EE. 

设 f(x),g(z) 是 EE 上 的 广义 实 函 数 , 若 m({zEE: 了 (xz) 了 g(xz))) 二 0, 则 称 函 
数 f(z),g(zx) 在 上 几乎 处 处 相等 ,也 称 f(z) 与 g(z) 在 玉 上 对 等 . 记 作 f(z)= 
g(x),a.e. 于 E( 或 f~g). 

设 F(z) 是 已 上 的 广义 实 函 数 , 若 m({xEE:|f(zx)|= 十 oo)) 二 0, 则 称 函 数 
jz) 在 巨 上 几乎 处 处 有 限 , 记 作 | f(x) | 二 十 co,a.e. 于 区 

设 f(D), 有 (TD) ,f(T),… ,f(z),… 是 上 的 广义 实 函 数 , 若 存在 零 测 集 2 
CE, 使 limfi(z) 二 f(z),xE EE\Z, 则 称 函 数列 {f(z)) 在 无 上 几乎 处 处 收敛 于 


f(z), 记 作 limfi(z) 一 f(z) sae 于 E( 或 f(x) 人 f(z)). 
定理 4.1.6 设 f(z),g(x) 是 可 测 集 E 上 的 广义 实 函 数 ,着 f(z) 二 g(x) ,a. 
e. 于 EE, 且 f(z) 是 上 上 的 可 测 函 数 , 则 g(x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 
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证 记 A=(zEE:Fz) 和 关 g(Cz)) ,由 A 人 为 零 测 集 , 知 g(x) 是 A 上 的 可 测 函 
数 . 再 由 f(z) 是 玉 上 的 可 测 函 数 及 E\A 是 EE 的 可 测 子 集 , 知 f(z) 是 也 A 上 的 可 
测 函 数 ,从 而 得 g(x) 是 二 A 上 的 可 测 函 数 . 所 以 g(x) 是 E==( 世 A)UA 上 的 可 测 
函数 . 

定理 4.1.7 设 {fi(7z)) 是 上 的 可 测 函 数列 , 则 下 列 函 数 均 为 可 测 函 数 : 

(1) sup{ f(z)}3(2) inf{ f(z));(3) lim{ fi (7)};(4) lim{ f(z)). 

证 (1) 对 于 任意 实数 4， 由 {x: sup (f(z)} 之 4 = U {x: f(x) 之 小 , 知 
supifr(z)) 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 

(2) 由 inf{ f(z)) 二 一 sup{ 一 i(z)), 知 inf{ f(z)) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 

(3) 由 lim{ f(x)) 二 inf{sup{ f(z))), 知 lim{ f(z)) 是 忆 上 的 可 测 函 数 . 

(4) 由 lim{ f(z) 二 一 lim( 一 f(z)), 知 lim{fi(z)} 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 

推论 4.1.8 若 可 测 函 数列 {fi(z)} 在 玉 上 几乎 处 处 收 伍 于 f(z), 则 f(x) 是 


巨 上 的 可 测 函 数 ， 
定义 4.1.3 设 f(z) 是 定义 在 ECR” 上 的 广义 实 函 数 , 令 


zy flr)0; 
f° (x)=max{f(z),0}= (4. 1) 
Fa 
0， f(z)20; 
fF (x)=max{— f(x),0}= (4. 2) 
—/(z), fr}=<0, 


它们 分 别称 为 函数 /zz) 的 正 部 和 负 部 ,显然 有 :二 广 一 广 ,| 咱 = 广 十 广 . 
例 4.1.6 设 f(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 可 测 函 数 , 则 广 (Cz), 广 Cz)，|7Cz)| 
皆 为 可 测 函 数 . 
定义 4.1.4 设 了 (xz) 是 定义 在 ECR” 上 的 可 测 函 数 , 若 (E) 是 有 限 集 , 则 称 
f(z) 是 上 上 的 可 测 简单 函数 (也 简称 为 简单 函数 ). 记 f(E)={o ,co ,cp) ,Ei 一 
fc) (k=1,2,…,p), 则 
E=UE.,ENE,=Z(i#)), 


这 时 有 /(z) 二 ceXs, (zx) , 称 为 简单 函数 的 标准 表示 式 . 
例 4.1.7 两 个 简单 函数 的 和 、 差 、 积 \ 商 (分 母 不 为 零 ) 仍 是 简单 函数 (证 明 贸 
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作 练 习 ). 
例 4.1.8 设 简单 函数 f(z) => ceXP (zx) ,其 中 {F} 是 互 不 相交 的 闭 集 , 记 下 


=UFi, 则 /(z) 限 制 在 上 是 连续 函数 . 

证 记 g 二 flF, 对 任意 闭 集 TCR, 则 g (了 T) 二 Ut{Fi:c ET) 为 闭 集 . 因 
g(x) 的 定义 域 为 闭 集 下 ,由 推论 2. 5.2 知 g(x) 是 下 上 的 连续 函数 . 

定理 4.1.9 设 f(z) 是 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 可 测 简单 函数 列 (g(x)) ,使 
得 [gCz)| 志 | f(z) | (k=1,2,…) ,limge(z) 二 f(x), 并 且 

(1) 车 f(z) 是 非 负 可 测 函 数 , 有 g(x) 二 g2 (XT) 寺 Gi (7X) 二 ,TEE; 

(2) 车 f(z) 是 有 界 可 测 函 数 , 则 上 述 收 敛 可 以 是 一 致 的 . 

证 先 设 f(x) 是 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 ,对 每 个 自然 数 , 令 


2" 2* 
有 R， f(x)Fk. 


Ol le tl, 
gi (7)= 2 (4. 3) 


因为 /(z) 为 可 测 , 故 x:-<<f(z)< 训 与 (x: 了 (zx) 之 和 ) 管 为 可 测 集 ,所 以 


w (Zz) 是 非 负 可 测 简单 函数 ,上 且 有 Jo (zx) 夺 gy (7z) 二 pa (Xz) 全 …*,TEE 及 gi(z) 夺 
fr (k=12,°), 


对 zxEE, 车 f(x) 过 十 吕 , 则 当 上 充分 大 时 ,有 | f(x) 一 g(x)| < ; 故 limg (7) 


二 f(x). 车 f(x) 二 十 oo, 则 对 每 个 ,有 gq.(z) 二 kk, 政 limgr() 二 f(z). 
再 设 f(x) 是 玉 上 的 一 般 可 测 函 数 ,存在 非 负 可 测 简单 函数 列 { gi (zx)} 与 
{h(x)}) ,使 得 
limgs(z)=f+ (7) ,87 Ef (zk=1,2,%); 
limhi (7)=f (7) ,mTEF (7) k=1,2,.%). 
令 g(r)=gi(7) 一 h(x)(k 二 1,2,…), 则 有 
limgr (7)=f(7), |g (7) | EIf RN R=1,2,.%°). 
最 后 设 f(x) 是 有 界 可 测 函 数 ,存在 M>0, 对 任意 的 xEE, 有 |f(z)| 过 MM. 于 


是 当 &>M 时 ,有 | 广 (z) 一 gx(Z) [< | C(x) hs (zr) | 一 去 ,从 而 有 [f(z)— 
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(Zz) | 过 二 所 以 {gx(z)) 在 玉 上 一 致 收 化 于 f(z). 

推论 4.1.10 设 f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 具有 紧 支 集 的 可 测 简 单 卫 
数列 {g(x)) ,使 得 |gi (x) | 过 | 了 (zx)| (k=1,2,°%°), limgr (7)= f(x). 

证 由 定理 4.1.9, 知 存在 可 测 简 单 函数 列 (gs (zx)) ,使 得 

[gi Cz) | | fC) | (R=1,2,*) "limgr (z+)=f (7). 

对 每 个 R, 令 gr (XZ) 二 gr 《XT)XBgo.w《X), 则 {gx (zx)} 即 为 所 求 . 

定理 4.1.11 设 jz),g(Cz) 是 已 上 的 可 测 函 数 , 则 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 都 是 
上 的 可 测 函 数 ( 假 定 运算 为 几乎 处 处 有 意义 ). 

证 ”由 定理 4.1.9, 知 存在 可 测 简 单 函 数列 { f(x)), {gi (zr)} ,使 lim 二 
f(z), limgr (x)=g(7). 则 几乎 处 处 有 下 述 关 系 : 
再 由 例 4. 1.7 及 推论 4.1.8 得 和 、 差 . 积 的 可 测 性 . 

在 讨论 商 的 可 测 性 时 ,分 母 g(x) 为 几乎 处 处 不 等 于 零 , 令 


h(x)=ge(z) + 二 (sgn(ge(z))+ 方 ). 


则 有 Cz) 尖 0,limhs(zx) 二 g(x), 且 几乎 处 处 有 lim 上 怠 二 全民 ,得 商 的 可 测 性 . 
人 -co 人 ce 有 (zx) g(x) 


4.2 下 goroff( 叶 果 洛 夫 ) 定 理 


先 看 数学 分 析 中 的 一 个 例子 . 在 [0,1] 上 定义 
RD = | 
ds 一 1. 

则 limfi (x)=f(z) ,但 该 收敛 不 是 一 致 收敛 . 然而 对 任意 的 6(0 二 6 二 1) ,在 区 间 
[0,1 一 6j 上 ,函数 列 {f(z)}) 一 致 收敛 于 f(x). 下 面 的 叶 果 洛 夫 定理 将 对 上 述 结果 
进行 推广 . 

定义 4.2.1 设 了 f(z) ,有 i(z) ,f(z) ,f(z),… 是 羽 上 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数 , 若 对 任意 的 6 二 0, 存 在 玉 中 可 测 子 集 E;,m(E;)<<6, 使 (f(x) 在 E\Es 
上 一 致 收敛 于 f(z), 则 称 函 数列 {fi;(z)} 在 上 近 一 致 收 钱 于 f(x). 
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定理 4. 2.1( 时 果 洛 夫 定理 ) 设 fz) 有 iCz) ,fi(7),… ,fi(z),… 是 上 几 
乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 且 m(E) 二 20, 车 函数 列 { 大 Cz)) 在 五 上 几乎 处 处 收敛 于 
FCz), 则 函数 列 { 户 (z)) 在 已 上 近 一 致 收敛 于 三 ). 
证 不 妨 假设 这 些 函 数 在 上 都 是 处 处 有 限 的 . 
对 任意 6 二 0, 先 构造 E;. 记 { f(z)}) 不 收 钱 于 f(x) 的 点 xz 所 组 成 的 集合 为 DD， 
对 每 个 自然 数 i, 有 (参考 例 1. 6. 2) 


m( NU {zf(D) -fF7))<mD)=0. (4.4) 
n=1k=n 2 


n 


记 En) 二 U {zt1fi(w) 一 f(z) | 之 地 ,由 定理 3.3.8, 有 limm(E(n, 说 ) 二 0, 于 


是 存在 n; ,使 m(E(nii))< 瘟 , 令 E;=UE(n;,7), 则 
t= 


m(E) < Ym(Eln,i))< D2 = (4. 5) 

下 面 设 XE AEB. 对 任意 e>0, 存 在 自然 数 记 使 1/i<e. 因为 XEElni, 引 , 故 当 

>n 时 ,有 | f(D) 一 f(z) | 过 地 <e. 所 以 函数 列 (fi(z)) 在 全 局 上 一 致 收 化 于 f(z). 
注 4.1 叶 果 洛 夫 定 理 的 逆 定 理 也 成 立 , 并 且 不 需要 “m(E) 二 oo” 这 个 条 件 ， 


下 面 的 例子 说 明 : 叶 果 洛 夫 定 理 中 的 条 件 “m(E) 二 oo” 不 能 少 . 

例 4.2.2 在 R! 中 , 设 E=[0, 十 0), 令 fi (zx) 二 Xrog (x) (k= 二 1,2,…) 及 
了 f(z) 二 1(x5EB). 则 {fi(x)) 在 上 收 伍 于 了 f(x), 但 不 是 近 一 致 收敛 . 

证 若 { 有 f(x)) 在 EE 上 近 一 致 收 伊 于 f(z), 则 存在 鸟 CE,m(E;) 二 1, 使 得 {f(x)) 
在 肥 玉 上 一 致 收敛 于 f(z). 故 存在 刀 , 使 当 k>h 及 XEAB 时 ,有 |f(72) 一 f(z) 过 
1, 于 是 [0,&]CE. 但 是 mx(A\[0,&j]) 二 0, 而 mB) 过 1, 得 矛盾 . 


4.3 依 测度 收敛 性 


定义 4.3.1 设 Fz), 广 Cz,jPCz)，… 太 Cz), 是 下 上 几乎 处 处 有 限 的 可 


测 函 数 , 若 对 任意 的 s 盖 0, 有 
limm({xEE:|fi(x)—f(x)|>e})=0, (4.6) 


A >co 
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则 称 函 数列 { 户 (z)) 在 巨 上 依 测度 收敛 于 Fz) , 记 作 fi 一 >/. 


例 4.3.1 若 琅 六 太一 ~g, 则 三 与 g 对 等 . 

证 设 ACE,m(CENA) 王 0, 而 函数 FCz),g(Cz)， 户 (z)(R=1,2,…) 在 A 上 处 
处 有 限 . 易 见 对 任意 的 s 之 0, 有 

{zEA:|FCz) 一 8(CZz)|>e} 


nm 


C{zEA4: [f(z) 一 jul) 1> 生 ) U |zsA4: |fi (zx)—g(z) [| 


故 
m({r€EA: |f(x)—g(7x)|>e)}) 


<m( {rEA: lf -f(z) |>§)) tm( (rEA: g(r)— f(r) |>§)). 


上 式 对 于 每 个 都 成 立 . 邻 k>co, 知 m({XzEA:|f(z) 一 g(x)| 之 e}))= 二 0, 故 


oo 


m({zEE: f(D gD) >0DSm( UzEA NAD gD > )) tm EW =0 


所 以 f 与 g 对 等 . 

定理 4.3.1 设 fz) ,有 (7) ,fi(7z),…,fi(z),… 是 玉 上 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数 , 若 函数 列 ( f(x)} 在 上 近 一 致 收敛 于 了 f(x), 则 函数 列 {fi(z)} 在 玉 上 依 
测度 收敛 于 f(x). 

证 对 任意 的 e 二 0, 任 意 的 5 二 0, 存 在 EE 中 可 测 子 集 E;,m(E) 一 6, 使 
{f(z)) 在 Es 上 一 致 收 僵 于 f(z). 于 是 存在 nn, 当 k 宇 n 时 ,有 |fi(x) 一 f(z)| 
<e(XEANB), 故 m({XEE:|fi(z) 一 f(z) | 之 e}) 过 m(E)<<6. 所 以 对 任意 的 es> 
0, 有 | 

limm( {zxEE: |filz)— f(x)|>e})=0. 


即 斥 一 ~ 大 

定理 4. 3. 2(Lebesgue 定理 ) 设 m(E) 过 0o, 设 f(z), 有 (rz) ,fo(rT),, fi 
(zx),… 是 万 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 若 函数 列 {fi (x)}) 在 上 几乎 处 处 收敛 
于 f(z), 则 函数 列 { f(x)}) 在 巨 上 依 测度 收敛 于 f(z). 

证 当 m(E) 二 co 时 , 因 {f(z)) 在 上 几乎 处 处 收 钱 于 (x), 由 定理 4.2.1 
知 {fi(z)) 在 玉 上 近 一 致 收敛 于 了 f(x), 再 由 定理 4.3.1 知 {f(x)}) 在 玉 上 依 测 度 
收敛 于 f(z). 
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注意 , 当 m(E) 二 co 时 ,定理 4. 3. 2 的 结论 不 再 成 立 , 见 例 4. 3. 3. 
例 4.3.2， 作 一 依 测度 收敛 但 是 处 处 不 收敛 的 函数 列 , 


解 ”对 每 个 &, 在 下 =-[0,1] 上 取出 到 个 闭 区 间 E 一 [等 ,|G=127 


A), 令 gz) 一 Ka (zz) ,把 (8 名)} 先 按 & 后 按 ; 顺序 排列 : 


CI) i 2 C9) a) 8 oe A oe 
B81 ， 81 B82 ， SI 982 ， 83 ， Bi ， 


把 这 列 函 数 重新 改 记 为 : 几 ,fz2 ,fs th ,并 令 f(z)=0(0<z<1). 
先 证 f, 一 一 >f. 对 任意 的 e 之 0, 设 户 =gg , 则 


m({zx:|f,(z)—f(z) |>e)<m(CE ) 一 下. 


而 当 zcc 时 ,有 A->co, 所 以 有 f, 一 >/. 

再 证 { 亡 (z) } 为 处 处 不 收敛 于 f(x). 设 EL0,1], 对 任意 的 ,存在 i 使 得 
8 (Z) 一 1. 于 是 对 任意 的 mm ,存在 "mm 使 得 f(z) 二 1, 所 以 limf(zx) 二 0 二 f(z) 
不 成 立 . 

例 4.3.3 当 m(E) 二 oo 时 , 作 一 几乎 处 处 收 合 但 不 是 依 测度 收敛 的 函数 列 . 

解 在 R! 中 , 设 E=[0, 十 oo0), 令 f(z) 二 Xtog (zx) (k==1,2,…) 及 f(z) 二 1 
(TEB). 则 {f(z)} 在 EE 上 收 伍 于 f(z) ,但 不 是 依 测度 收敛 于 f(z). 

事实 上 , 取 e=1/2 时 ,对 任意 的 &, 有 m({z: |fi(z) 一 f(zx)|>e}))=m([k， 
十 09)}) 二 0, 所 以 {fi(z)) 在 E 上 不 是 依 测 度 收 合 于 f(z). 

定理 4. 3.3(Riesz 定理 ) 设 函 数列 {f(x)) 在 上 依 测度 收敛 于 了 (zx), 则 存 
在 子 列 { 有 (7)) ,使 {f(z)) 在 上 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 

证 因 /一 ~f, 故 对 每 个 自然 数 i, 存 在 使 m( (zx:|fi(z) 一 f(z)| 
十) ) < 去 , 且 不 妨 设 < 有 < 如 <…, 记 巨 ={z: f(z) 一 f(z)|>> 地 ), 令 D= 


1 
站 UE;, 则 
m(D)=limm( UE,) <limSm(E,)<limS =0. (4.7) 


设 zE END, 则 存在 自然 数 ”使 <& UE;, 于 是 当 i>n 时 ,有 | f(z) 一 f(z)| 
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三 1/i, 故 有 limfi (zx) 三 fz); 所 以 {fi (zx) 在 上 几乎 处 处 收敛 于 (x). 


4.4 ”Lusin( 鲁 津 ) 定 理 


定理 4.4.1(Lusin 定理 ) 设 f(z) 为 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任 
意 >0, 存 在 中 闭 集 下 ,m(E\F)<<6, 使 得 f(x) 是 下 上 的 连续 函数 . 
证 因为 m({x:|f(z)|== 十 co})= 二 0, 下 面 不 妨 设 f(x) 是 处 处 有 限 的 . 


第 一 步 , 先 设 f(z) 为 可 测 简 单 函 数 : f(z) 一 学 ciXs (z), 这 里 =UUE,, 其 中 
{E;}) 为 互 不 相交 的 可 测 集 . 对 任意 5>0, 对 每 个 i, 存 在 闭 集 FiCEi, 使 m(E\F) 
一 分. 令 F 一 口 PP, 则 闭 集 FCE, 且 

m(E\F)=m( (UED\(UF) Sm( UE\NF))<Sm(E\F)<S. 


函数 f(x) 限制 在 上 为 f(x) =Dexs (Zz), 由 例 4.1.8 知 f(z) 是 下 上 的 连续 
函数 . 

第 二 步 , 设 f(z) 为 有 界 可 测 函 数 . 由 定理 4.1.9, 知 存在 可 测 简 单 函 数列 
{mx(Cz))} 一 致 收敛 于 f(x). 对 任意 56>0, 对 每 个 ,存在 玉 中 闭 集 Fi,m(E\F) 一 


区 ,使 得 gu(z) 是 F 上 的 连续 函数 令 F== 门 F,, 则 闭 集 FCE, 且 有 


m(E\F)=m(E\(NF)) =m( UE\F))S< Ym(E\F)) < 


因为 每 个 g(x) 在 下 上 连续 , 且 {g (zx)}) 一 致 收敛 于 f(z), 可 知 f(x) 是 下 上 的 连 
续 函数 . 


第 三 步 , 设 7z) 为 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 令 g(z) 一 相生 二, 则 g(x) 是 有 
界 可 测 函 数 ,对 任意 6>0, 存 在 中 闭 集 F,m(E\F)<6, 使 得 5(z) 是 下 上 的 连续 


函数 .再 由 /(z) 一 记号 |, 知 f(z) 是 下 上 的 连续 函数 


定理 4.4.2 设 f(z) 为 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函数 , 则 对 任意 6 二 0, 存 在 
R" 上 的 连续 函数 g (x), 使 得 m({xXEE: f(z) 了 g(x)))<6, 且 

(1) 车 | f(zx)| 寺 M(xEB), 可 使 |g(x)|<M(rER'); 

(2) 若 f(z) 具 有 紧 文 集 ,可 使 g(x) 具有 紧 文集 . 
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证 对 任意 5>0, 由 定理 4.4.1( 即 鲁 津 定理 ), 知 存在 EE 中 闭 集 F,m(E\F) 一 
0, 使 得 f(x) 是 上 的 连续 函数 . 再 由 定理 2. 6.7( 即 连续 延 拓 定理 ) , 知 存在 R* 上 
的 一 个 连续 函数 g(x), 满 足 g(z) 二 f(z)(XEFR), 则 有 m({zXEE|f(x)#g(zx))) 
<m(E\F)<6. 

若 |f(z)| 志 M(xEE), 由 连续 延 拓 定理 可 知 |g(zx)| 寺 M(xER”). 

若 ee 先 取 R" 上 的 连续 函数 (x), 使 得 m({xEE|f(zx) 关 


h(x)} 9. 设 supp( 有 CBC0,D ), 取 s 之 t 使 m(B(C0,5)\BC0,?) D))< 0 ,WEBCO 1) 


与 R"\B(0,s) 为 两 个 互 不 相交 的 闭 集 ,根据 定理 2. 6. 5, 知 存在 R" 上 的 连续 函数 
p(X) ,使 得 0<p(Cz) 入 1CzER"), 且 


Ls XEB(O0,1); 
p(X)= 
0, XER"\B(0,s). 


再 令 g(z) 二 hl(z)gp(7z), 则 g(z) 是 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 , 且 有 
m({rEE|f(zr)Ag(7)}) 


<m( {rEENBOD | f 2) F867))}) +m( BO, NBO,) 


Smt {rE El f(z)#h(7))) + + 


推论 4.4.3 设 f(z) 为 EF 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 存在 R" 中 的 连续 
函数 列 {gi(z)) 在 巨 上 几乎 处 处 收敛 于 了 (zx). 
证 对 每 个 自然 数 &, 由 推论 4.4.2, 知 存在 RY 上 的 连续 函数 g(x), 使 得 


wi E| f(z) 隐 gr(z))< 宇 . 于 是 对 任意 的 e 之 0, 有 


rd [>e DS<m({zEEIf() FAD TF. 


故 有 limm({zxE E:|f(z)—gi(z)|>e})=0,B gx .再 由 定理 4.2.4, 知 存 
在 子 列 {gi (z)) ,使 {gs (z)} 在 下 上 几乎 处 处 收敛 于 六 z)， 

注 4.2 重 津 定理 的 道 定理 也 成 立 ( 见 下 面 的 例 4. 5. 8) ,并 由 此 可 得 函数 可 测 
性 的 等 价 刻画 ， 

命题 4.4.4 设 f(z) 是 可 测 集 ECR* 上 几乎 处 处 有 限 的 函数 , 则 下 列 条 件 
等 价 : 
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(1) f(z) 是 玉 上 的 可 测 函 数 ; 

(2) 对 任意 6 二 0, 存 在 EE 中 闭 集 下 ,m(E\F)<<6, 使 得 f(x) 是 下 上 的 连续 
图 数 ; 

(3) 存在 R" 中 的 连续 函数 列 {g&xCz) 在 巨 上 几乎 处 处 收敛 于 广 z). 


4.5 例题 选 讲 


例 4.5.1 设 jz) 是 可 测 集 ECR" 上 的 函数 , 若 对 任意 的 ~EQ,(zEEE: 
8z) 盖 站 是 可 测 集 , 则 f(x) 是 上 上 的 可 测 也 数 . 

证 ”对 任意 的 1LER ,在 QNL, 十 名 ) 中 取 点 列 {r) ,使 得 limr 二 t, 则 可 知 {x: 
f(z)>>)=U tz:f(z)>re) 是 可 测 集 ,所 以 f(x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 

例 4.5.2 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 广义 实 值 函 数 , 若 对 任意 的 实 
数 井 (z:7GCz) 一 刁 是 可 测 集 , 则 成 z) 是 已 上 的 可 测 函 数 吗 ? 
过 xEE; 
—x, ZXER'\E. 

例 4.5.3 设 f(z) 是 ECR" 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,m(E) 二 oo0. 试 证 
明 : 对 任意 的 e>0, 存 在 上 的 有 界 可 测 函 数 g(z), 使 m({xEE: f(z)A#g(7x)}) 
<~e, 

证 ”对 每 个 k, 令 EE 二 {xzEE:|f(z) | 之 k}, 则 (Ei) 为 递减 可 测 集 列 , 且 


解 不 一 定 . 例如 ,在 及 中 取 一 个 不 可 测 集 E, 令 ro=| 


ME={z€E:|f(2)|=+o). 
因 m(E1) 过 m(E) 过 co, 由 定理 3. 3.8, 有 
limm(E,) =m( NE) =m({z€EE: |f(7)|=+o°))=0. 
对 任意 的 e 二 0, 存 在 使 m(E )<e, 令 
f(z)s LEE\E, s 
so 0, zxEE,. 
则 gC(z) 是 E 上 的 有 界 可 测 函 数 ,是 m({XEE; f(x)Ag(7)}))<m(E )<e. 
例 4.5.4 设 f(z) 是 R' 上 的 连续 函数 ,g(z) 是 ECR” 上 的 实 值 可 测 函 数 ， 

则 复合 函数 h(r) 二 f(g(x)) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 
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证 “对 任意 的 开 集 GCRI ,由 f(z) 的 连续 性 知 广 :(G) 是 开 集 ,再 由 g(z) 的 可 测 
性 知 h71(G) 二 g (f/f71(G)) 是 可 测 集 , 所 以 h(xz) 二 f(g(z)) 是 上 的 可 测 函 数 . 

例 4.5.5 设 f(z),g(zx) 是 Ri 上 的 实 值 可 测 函 数 , 且 f(x) 之 0, 证 明 :h(zx) 二 = 
f(z) 是 Rl 上 的 可 测 函 数 . 

证 ”由 上 例 知 Inf(x) 是 可 测 函 数 ,从 而 得 Inh(z) 二 g(x)lnf(z) 是 可 测 函 数 . 
再 由 上 例 知 h(x) 二 ew 中 是 可 测 函 数 . 

例 4.5.6 设 z==f(z,y) 是 R* 上 的 连续 函数 ,g(x),h(z) 是 [a,b]CR! 上 的 
实 值 可 测 函 数 . 试 证 明 :F(Cz) 二 f(g(z) ,h(x)) 是 [a,0] 上 的 可 测 函 数 . 

证 ”对 任意 的 开 集 VCR: ,由 f(x,y) 的 连续 性 知 广 :(V) 是 R: 中 的 开 集 . 再 
由 开 集 的 构造 定理 , 设 /1(V) 二 U(XJ4), 这 里 ,每 个 ,J 为 R 中 的 半 开 区 
间 . 则 

FI(V)={rE[La,b]:flg(r),h(r)) EV} 
={xrE€[a,b):(g(z) ,h(x E FV)) 


=U{zE[a,b]:(g(z) ,hz)) ET XT) 


=U Ce VN)). 
为 可 测 集 ,所 以 F(z) 二 f(g(z) ,h(xz)) 是 [a,0J 上 的 可 测 函 数 . 
例 4.5.7( 叶 果 洛 夫 定理 的 逆 定 理 ) 设 f(7z), fi(7z),fo(r),…,fr(z),… 是 
E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 若 函 数列 {f(z)}) 在 玉 上 近 一 致 收 全 于 f(z), 则 
孙 数 列 {fi(z)} 在 上 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 
证 ”对 每 个 i, 存 在 玉 中 可 测 子 集 巨 ,m(E) 过 1/i, 使 {f(z)) 在 荆 E 上 一 致 收 


敛 于 f(z). 令 已 =NME , 则 对 任意 的 i, 有 m( 思 )<m(E) 过 1/iy 故 必 xn(B) 二 0. 


而 在 Eo== 研 ( 间 E,) 二 UCE\E) 上 ,函数 列 {fi(z)} 收 合 于 (zx). 所 以 函 
数列 {f(z)} 在 玉 上 几乎 处 处 收 化 于 f(z). 

例 4.5.8( 鲁 津 定理 的 逆 定 理 ) 设 /(z) 为 可 测 集 ECR" 上 的 函数 ,车 对 任意 
6 二 0, 存 在 玉 中 闭 集 ,m(E\F)<6, 使 得 f(x) 是 下 上 的 连续 函数 . 证明; 了 (zx) 是 
E 上 的 可 测 函 数 . 

证 ”对 每 个 &, 存 在 已 中 闲 集 Fe,mCENFD)<1A, 使 得 f(x) 是 Fe 上 的 连续 
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函数 ,由 推论 4. 1. 5 知 f(x) 是 F 上 的 可 测 函 数 ,所 以 /(z) 是 = UF 上 的 可 测 
函数 . 

对 每 个 ,有 m( 所 让 志 mm( 志 Fi) 过 1/&, 故 必 有 m( 瑟 \F) 二 0, 所 以 /zxz) 是 瓦 
上 的 可 测 函 数 . 

例 4.5.9 设 f(x) 是 La,b] 上 的 函数 ,车 对 任意 的 闭 区 间 IC(a,b),f(x) 在 I 
上 可 测 , 则 f(z) 是 La,5] 上 的 可 测 函数 . 


证 取 自然 数 使 二 一 全, 令 有 一 | se 十 二 光一 二 | 一 ma 二 ln 十 2) 


因 f(z) 在 每 个 I 上 可 测 , 故 Fz) 在 (a, 急 一 局 上 可 测 ,所 以 (xz) 是 [a, 妇 上 的 


可 测 函 数 . 
例 4.5.10 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 可 微 函 数 , 则 了 (zx) 是 [a,b] 上 的 可 测 函 数 . 


证 当 zx>b 时 补充 定义 (x) 二 f(5). 对 每 个 &, 今 gr(z) 一 和 | 了 (z+ 二 ) 一 


f(z)| , 则 在 [a,6) 上 有 limgr(z) 一 /Cz), 且 每 个 gi(z) 在 [a,6) 上 为 连续 函数 ,从 
而 也 是 可 测 函 数 , 故 六 (x) 是 [a,5) 上 的 可 测 函 数 ,所 以 了 (zx) 是 [a,5] 上 的 可 测 
函数 . 

例 4.5.11 设 Fz),AGz) ,PCz)，… 太 Crz) 是 下 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
函数 , 且 m(E) 过 oo. 车 在 {fi (zx)}) 的 任 一 子 列 {fi,(z)} 中 存在 几乎 处 处 收敛 于 
f(x) 的 子 列 . 斌 证明: fi. 一 >/. 

证 车 /一 <>/ 不 成 立 , 则 存在 e 之 0, 存在 自然 数列 {&,} ,使 

linmn({z: fi, (x)—f(x)|>e))=c>0. 
由 题 设 在 自然 数列 {&;} 中 取出 子 列 {) ,使 f(z) 一 全 f(z). 再 由 Lebesgue 定理 ， 
有 所 一 一 了 ,此 与 limm({z: | fi (xz) 一 f(z)|>>e)) >0 相 也 盾 . 所 以 


nm 


有 二 一 > 
例 4.5.12 设 m(E) 二 co, 在 E 上 有 fi 一 >f/, 且 g(x) 是 Ri! 上 的 连续 函 


mm 


数 , 令 有 (rz) 二 g(f(7)) ,hi (zr)=g( f(r)) (R=1,2,..). 斌 证明;h h. 


证 设 {h) 是 (h) 的 任 一 子 列 . 


4 可 测 函 数 YY 


由 所 一 一 >/ 及 Riesz 定 理 ,在 自然 数列 {名 ) 中 取出 子 列 {) ,使 f(x) 全 
f(z). 再 由 g(x) 的 连续 性 , 知 h (x) 一 >h(x). 再 由 例 4.5.11, 知 有 一 一 >h. 
例 4.5.13 设 芭 (EE) 二 ,和 蔡 在 EE 上 有 fi 一 > ro 一 一 > pg, 


m . 
WM = 


证 设 (fig4) 是 {frg4) 的 任 一 子 列 . 

由 记 一 >/ 及 Riesz 定理 ,在 自然 数列 {&} 中 取出 子 列 {n) ,使 f(x) 
f(z). 再 由 g 一 >g 及 Riesz 定理 ,在 自然 数列 {n,} 中 取出 子 列 {m,) ,使 g(x) 
ae gpg(z). 所 以 在 {hg4} 中 可 取出 子 列 (f。 go )， 使 f(z) go (2) 


a,e, 


fr Er 

由 例 4.5.11, 有 fig: 一 fg. 

例 4.5.14 设 f(z) 是 [a,5] 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 令 g(2) 二 m({x: 
| f(z)| 宇 站)), 则 g() 是 [0, 十 2o) 上 左 连续 的 递减 函数 . 

证 设 iwEL0, 十 oo), 任 取 递 增 点 列 {&} 使 ->4, 记 

EF={zr:| f(r)|>u} (k=1,2,.), 
则 { 瑟 ) 为 递 碱 集 列 , 且 有 {zx: | f(z) | 之 )= 站 Ee 及 m(E1)<oo. 故 
limg i) = limm( Er) =m( {zr:|f(7)|>1))=g0). 

所 以 gb 在 点 to 为 左 连续 ,而 g(1) 为 递减 函数 是 显然 的 . 

例 4.5.15 设 f(z) 是 [0,1] 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 证 明 : 对 任意 的 c(0<c 
三 1) ,存在 唯一 的 ER, 使 得 m({x: f(z) 之 tw)) 写 cym({z: (7) 这 1))<<c, Vito. 

证 今 g()= 二 m({zx: f(z) 宇 7?})), 仿 上 例证 明知 g(2) 是 (一 oo, 十 co) 上 左 连 续 
的 递减 函数 . 

易 知 lim g(D)=1, lim g(1) 二 0, 令 to 二 sup{t:g(1) 宇 c). 由 g(7) 为 左 连 续 , 知 


g(10) 之 c. 由 上 确 界 的 定义 ,对 任意 的 :>wo, 有 gC)<c. 

例 4.5.16 设 {E,} 是 可 测 集 列 ,E 二 UE,m(E)<oo. 若 对 每 个 (f(zx)) 在 
每 个 E, 上 依 测度 收敛 于 f(x), 证 明 :{f;(z)} 在 EE 上 依 测度 收 化 于 f(z). 

证 令 也 一 品 已 (x 一 1,2,3,…), 则 { 杞 ,} 是 递增 可 测 集 列 , 且 有 
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limm(H,)=m(E)<=o.. 
对 Ve>0, V8>0, 存 在 n, 使 得 m(E\H,) 二 3. 对 每 个 有 (1<k<<n) ,存在 i， 
6 
2n° 
令 0 一 max{i:k 王 1,2,…,n), 于 是 当 i 宇 i 时 ,有 
m({rzEE:|fi(x)— fr) | >e Sm (rEH,: | f(r)— f(x) |>e)) Hm EN\H,) 


使 当 i2i 时 ,有 m({xEEi:|fi(z)— f(r)|>e))oe 


<Em{zrEE,: |fi(z)—f(z) [>e) + <8 


所 以 {fi(z)) 在 玉 上 依 测 度 收 僵 于 f(x). 
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习题 四 


1. 设 f(x) 定义 在 可 测 集 ECR” 上 .车 及 (x) 在 EE 上 可 测 , 且 {rEE: f(x) 放 
0} 是 可 测 集 , 则 f(x) 在 EE 上 可 测 . 

2. 设 f(x) 定义 在 可 测 集 ECR" 上 . 若 对 任意 的 s 盖 0, 存 在 可 测 函 数 g(x) 与 
h(x) ,使 得 g(z) 入 Frz)sACz) ,Ar) 一 5(Cz)<e ae 于 开 证 明 :jz) 在 巨 上 
可 测 . 

3. 设 {fi(z)) 是 玉 上 的 可 测 函 数列 , 则 {fi(z)} 在 上 的 收敛 点 集 是 可 测 集 . 

. 设 f(z) 是 ECR” 上 的 可 测 函 数 , 瓦 和 天 分 别 为 R 中 的 G; 和 下, 集 , 则 
/1(H) 和 1(K) 皆 为 可 测 集 . 

5. 设 f(x) 为 定义 在 R' 上 的 函数 , {Gi )es 是 开 集 族 ,G 二 U G. 若 对 每 个 
XEA,f(z) 是 G 上 的 可 测 函数 , 则 f(z) 是 G 上 的 可 测 函 数 . 

6. 设 (f(z)jies 是 R' 上 的 一 个 可 测 函 数 族 , 则 函数 8(z) 一 Sup{ fi(7)) 与 
h(z) 一 inf{ 有 (7)} 是 R" 上 的 可 测 函 数 吗 ? 

7. 设 ( 户 Cz)jes 是 R" 上 的 一 个 连续 函数 族 , 则 函数 gz) 一 sap{ 万 (z)) 与 
Az) 一 ip 人 ff 万 (z)} 是 R 上 的 可 测 函 数 . 

8. 设 f(z) 是 上 上 的 函数 ,车 Fz) 是 玖 门 忆 上 的 可 测 函 数 , 则 是 刁 上 的 可 测 

9. 设 7) 所 (7) ,f(z7) (7),… 是 玉 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 且 
m( 忆 ) 二 0, 若 函数 列 { fi (x)) 在 上 几乎 处 处 收敛 于 了 (zx), 试 证 明 : 存 在 ECE 


(一 1,2,…) ,使 得 m(E\(UE, ) ) 二 0, 而 (fr(z)) 在 上 一 致 收 合 于 f(z). 


10. 设 在 ECR” 上 ff, fHf~g, 则 fi 


11, 设 在 ECR" 上 f. 一 >f 有 fi~gi(k=1,2,…), 则 gx 


I. 


f(z),fi 一 >g, 证 明 : f(x) 与 g(x) 


12. 设 在 ECR” 上 ,fi (x) 


有 有 


对 等 . 
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13. 设 在 ECR" 上 ,fi 一 >f,g (f+g). 


14. 设 在 ECR" 上 ,fi 一 >f, 且 当 xEE 时 ,有 f(D) 才 fii(x) (k=1,2， 


Ce. 


…). 证 明 . fi(x) fr. 


15. 设 在 ECR" 上 ,fi 一 一 >f, 有 上当 zEE 时 ,有 fi(x) 之 g(x)(k 二 1,2， 
…). 证明: f(x) 这 g(x),a.e. 于 上 E. 


16. 设 {已 ) 是 Re 中 的 可 测 集 列 , f(z) 是 R' 上 的 可 测 函 数 ,车 Xs 一 了/, 证 
明 :存在 可 测 集 瓦 ,使 得 f(x) 二 XE(x) ,a.e. 于 R". 


17. 试 作 L0,1j 上 的 可 测 函 数 f(x) ,使 对 任意 的 连续 函数 g(x), 有 m({xE 
[0,1]: f(x)#g(7)))>0. 


18. 设 在 ECR" 上 有 fi 一 >/, 若 对 任意 的 6 二 0, 存 在 Es;CE,m(E;)<6， 


已 


使 当 xEAE\E; 时 ,有 f(z) 过 fir1(X) (二 1,2,…), 证明; f(x) 
19. 设 f(z) 是 R' 上 的 严格 单调 函数 ,g(xz) 是 ECR” 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 
复合 函数 h(x) 二 f(g(7x)) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 


mi 


、 m 2 m ES 5 
20. 设 ECR 上 有 六 > f, gh >g, 斌 证明: min{ fi, gi) 一 一 > 


min{f,g},max{ fi, gs }— >max{f,g}. 
21. 设 ( 思 过 oo0, fi 一 一 >f. 若 p>0, 试 证 明 : ff 一 >f?. 


22. 设 f(x) 和 g(X) 都 是 在 (0,1) 上 单调 递 碱 左 连续 的 可 测 函 数 ,天 对 任意 的 
实数 1, 有 m({xrx: f(z) 宇 t}) ) 二 m({x:g(Xx) 写 1)). 斌 证明: f(x) 二 g(x)(0 二 zx 过 1). 
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5 Lebesgue 积分 


现在 进入 本 书 的 中 心 内 容 :Lebesgue 积分 论 . 

在 数学 分 析 中 学 习 的 Riemann 积分 存在 很 大 的 缺陷 ,例如 可 积 函 数 类 受到 限 
制 , 不 连续 点 不 能 “ 太 多 ”. 又 如 积分 运算 与 极限 运算 可 交换 的 条 件 太 严格 ,在 应 用 
时 就 不 太 方便 . 从 而 有 不 少数 学 家 进行 了 改造 Riemann 积分 的 工作 ,其 中 法 国 数 
学 家 Lebesgue 建立 的 积分 理论 最 为 成 功 ,被 公认 为 现代 分 析 中 最 合适 的 积分 
工具 . 

建立 Lebesgue 积分 理论 有 各 种 不 同 的 等 价 方法 ,本 书 采 用 先 定义 非 负 可 测 简 
单 另 数 的 积分 ,再 导出 非 负 可 测 函 数 的 积分 ,最 后 定义 一 般 可 测 函 数 的 积分 . 


5.1 非 负 可 测 简单 函数 的 积 


定义 5.1.1 设 f(x) 是 EE 上 的 非 负 可 测 简单 函数 :f(z) 一 岂 cXs, (x), 其 中 
E=UE, ,这 里 { 尼 } 是 互 不 相交 的 可 测 集 . 定义 f(z) 在 玉 上 的 Lebesgue 积分 为 : 
> . 
| fdr = 2) cmlE). C5: 1 
= k=1 


例 5.1.1 记 Dirichlet 函数 为 D(x) 二 Xo(x), 这 里 Q 为 R! 中 的 有 理 数 集 ,Xe 
为 Q 的 特征 函数 , 则 
Bea = mL Od mM 三 1 人 二 三. 


J [0.1] 


而 在 数学 分 析 中 ,我 们 知道 D(x) 在 [0,1] 上 的 Riemann 积分 并 不 存在 . 
定理 5. 1. 1 (积分 的 线性 性 质 ) 设 f(z),g(z) 是 巨 上 的 非 负 可 测 简单 函数 ， 
则 有 
G) | Re | FCz)dz (ec 为 非 负 常数 ) ; 
E E 


C2) | 00) 十 g(z))dz = | fae +| scDdz 
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证 设 f(z)= 罗 aiXs (z), 其 中 下 = 品 Ai, 这 里 {A,} 是 互 不 相交 的 可 测 集 
g(x) 一 bXs (x), 其 中 一 U Bj, 这 里 {B,) 是 互 不 相交 的 可 测 集 . 
到 户 
| cf dr = Dam A) = edam(A) = rcodr， 
有 i=1 i=] 用 
(2) E= UU (Ai 门 B;) ,在 每 个 A 站 B;, 上 有 f(x) 十 g(x)==a; 十 6,;, 则 


| core +8) dr = 3 +b)mAi fl B,) 


.3 


= PD Damh, NB, )+ > Pomch NM B,) 


= > mA 十 局 om(B) 


| 


De wb. 


若 Ai 门 Bj; 二 包 ,当然 谈 不 上 f+g 在 空 集 上 的 取 值 , 但 由 于 空 集 必 是 零 测 集 , 故 这 
不 影响 上 述 推导 过 程 . 


定理 5.1.2 设 E 一 UE, 这 里 {E,} 是 递增 可 测 集 列 . 若 f(z) 是 已 上 的 非 负 
可 测 简 单 函 数 , 则 


| fw az = lim|, /0de. (5. 2) 
证 设 f(z)= 名 eX (z), 其 中 E=UAi, 这 里 {A,} 是 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 
Ea p 
| reodtz= > am) = Da limm(E, NN A,) 
i 一 1 i 一 1 


户 
= lim Pam (Er mnA)= lim|, f (Wd 


5.2 非 负 可 测 函 数 的 积分 


在 本 节 中 , 记 S 为 可 测 简单 函数 类 ， 
定义 5.2.1 设 f(z) 是 上 的 非 负 可 测 函 数 ,定义 f(x) 在 玉 上 的 积分 为 


| Acadz = sup{| 2 (Ddr:0 hfhe S). (5. 3) 
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车 | f(x)dz < co , 称 f(z) 在 EE 上 可 积 . 
例 5.2.1 若 f(z) 是 零 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 每 个 非 负 可 测 简 单 函 数 


在 零 测 集 已 上 的 积分 必 为 0, 如 此 ,由 上 述 定义 知 | f(z)dz = 0， 
命题 5.2.1 设 f(x),g(z) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 ; 


(1) 若 f(z) 志 g(x), 则 | cadz <| gdr ; 
(2) 若 可 测 集 ACE, 则 | readz | f Xr) dz 
(3) 若 可 测 集 ACE, 则 | readz <| fa. 


这 ce) hdr oh fh 局 a 


六 (J acwdr:o<h< eh Esl 
由 f(x) 三 g(x), 知 CCD, 于 是 有 
| rcod = supC < supD = | s (Z)dz ， 
(2) 设 AES, 则 


| fa) dz sup(| 4 (Ddr:0 hr) Sf ,rEE) 
= sup{| hz)dz:0 <hr) Sf DUD ,rE A) 
= sup{| hr)dr:0 < hn) < fn ,rE A) 
=| f(x)dz 


G) | Aczdz 二 | fa dr <| rcodz， 
例 5.2.2 设 f(z) 在 E 上 非 负 可 测 且 a 三 f(x) 志 B, 则 
am(E) <| fdr BmE). 


定理 5. 2. 2(Levi 渐 升 列 积分 定理 ) ” 设 有 定义 在 上 的 非 负 可 测 孔 数 渐 升 
列 :0Sf DEf (DEEf DE limfilz)=f(z) (rEE) ,Nl 
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lim| /codz i | fdr (5.4) 
证 由 | frydz <| fa (dr = 1,2,…), 知 lim| f(z)dz 存在 . 
E E re 
因为 | fwdr S| fendrk 二 1,9,:mj 所 路 有 有 


lim| fid < | fw. 


设 h(z) 是 EE 上任 一 非 负 可 测 简 单 函数 , 目 0<h(z) 二 A(z)(rEE). 对 任意 的 
c(0<c<1), 令 Ei= {rEE: f(r)ch(z))} =1,2,..), 则 可 证 : 


E, CEzC CEC 'E=UE,. 
所 以 由 定理 5.1.2 有 


lim| fi dr 2 lm| fel2)dz > lim| ohn)dr 
上 Do FE k-—»oo E >oc 及 
=elim| acoDdz= cocodr， 
人 >oc EE E 


由 < 的 任意 性 知 lim| fi(z)dz 写 | h(x)dz ,再 由 h(x) 的 任意 性 及 f(x) 的 积分 
定义 有 
lim| fr)dr2| fdz. 
定理 5. 2. 3( 积 分 的 线性 性 质 ) 设 f(x),g(z) 是 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
GD) | cf Cz)dzr = | f(z)dzr Ce 为 非 负 常数 ); 


(2) | cco +gcoD)dz=| fdr+| gdr. 
五 E E 
证 (1) 由 定理 5.1.1 及 定义 5.2.1 即 得 . 
(2) 由 定理 4.1.9, 知 存在 EE 上 非 负 可 测 简 单 函 数 渐 升 列 (fi (x))， 
{gk (7X) } ;使 
limfi(z)=f(7), limgi(z)=g(7) (rEE). 
则 {fi(z) 十 gx(z)}) 仍 为 E 上 非 负 可 测 简 单 函 数 渐 升 列 , 且 
lim( fi (zx)+gi(z))=f(r)+ge(r) (rEE). 
所 以 由 简单 函数 积分 的 线性 性 质 和 Levi 渐 升 列 积分 定理 ,有 
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| core de = lim| Cf) en 
三 lim| cadz 二 lim| wy Cedi 
ko FE kool E 


=| /codz+| g(r)dz. 
定理 $. 2.4( 逐 项 积分 定理 ) 设 {f(x)}) 是 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 
| Dfilx) dz = | fi(x)dz. (5. 5) 
EL=! k=1"E 

证 令 gna(z) = f(z) (mm 二 1,2, 一 ), 则 (g(xz)) 是 玉 上 非 负 可 测 函 数 渐 

升 列 : 
BCZ) 委 gs(Z) 委 … 委 gr() 委 …， limgw( 工 ) = [ 儿 坊 辐 

所 以 由 Levi 渐 升 列 积 分 定理 和 积分 的 线性 性 质 ,有 


DAL: - lim| gn (2)dr lim|, Df dr 


= lim> | fu)dzr = | flzdz. 
mp=1"E k=1"E 
推论 5.2. 5( 对 积分 域 的 可 数 可 加 性 ) 设 EE 二 U E, 这 里 {EE} 是 互 不 相交 的 
可 测 集 , 设 f(x) 是 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
| f(r)dr= >| f(x)dz. (5.6) 
E k=1* Es 


证 | rcodz = | fw Zs, (x)dz = | 2 fx (x) dx 


国 > | fee (ds = >| fdax, 


定理 5.2.6 设 f(r),g(z) 是 上 的 非 负 可 测 函 数 , 帮 f(x) 二 g(x),a.e. 于 
E, 则 


| fdr = | gC dr ” 


证 记 A 二 {rEE:f(x) 二 g(x)},B 二 记 A, 则 m2(B) 二 0, 从 而 得 f(x) ,g(x) 
在 B 上 的 积分 为 零 . 所 以 有 


| readz 一 | readz +| rcoDdz 
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二 | gcCz)dz 十 | g(xX)dx 一 | g(x)dzr. 

A B E 

命题 5.2.7 设 f(x) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 

i ES| fdr = 

(2) 设 f(x) 是 上 的 非 负 可 积 函 数 , 则 f(x) 在 EE 上 几乎 处 处 有 限 . 
证 (1) (过); 由 定理 5. 2.6 有 | fwdr=|0 i 


(二 ): 记 用 一 


zEE: f(z)> 计 (=1,2,…), 由 


lm(E) = | Lar <|, /Wr< | rcodz=o， 


由 
Ek 
知 m(E)==0. 于 是 m({z€EE:f(z)>0)=m(UE)=0. 

(2) 记 A={xEE: f(z) 二 十 co} ,对 每 个 自然 数 有 ,有 

km (A) =| kdr<| fdz<| Pe 
A A E 

由 & 的 任意 性 , 必 有 mr(A) 二 0, 即 f(zx) 在 EE 上 几乎 处 处 有 限 . 

定理 5.2.8(Fatou 引 理 ) 设 if.(zx)}) 是 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 

| limfi(z)dr < lim| Fd (5.7) 
E 和 =co 人 -=cev 巨 

证 今 必 (7)=inf(fi(7)) , 则 有 :0 过 gi (x) 和 gy (zx 过 二 oo (7) 过 …, 目 
limfi, (x) = sup linf {fi (x))}} = limg: (xX). 由 定理 5.2.2( 即 Levi 渐 升 列 积 分 定 
二 > -co 
理 ), 有 

| limfi(z)dr = | fi lim| gi(2) dr < lim| A 

E kroo E kco 人 -=cov E kon E 


注 5.1 在 Fatou 定理 中 ,严格 的 不 等 式 有 可 能 出 现 . 


k， 0 
例 5.2.3 在 Ri 中 , 记 E=(0,1), 对 每 个 &, 今 f(z) 二 
0， 
则 limfi(z) 一 0CzEEE), 且 对 每 个 ,有 | fi(x)dz 一 工 .所 以 有 


| limfiCz)dz =| 0.dr=0<1= lm| fi(x)dxr. 
E k>o0 EB 人 cov 下 
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5.3 一 般 可 测 函数 的 积 
对 于 一 般 的 可 测 函 数 f(z), 有 f(z) 二 f(x) 一 f(z), 所 以 引进 如 下 定义 . 
定义 5.3.1 设 /Cz) 是 下 上 的 可 测 函数 ,考虑 两 个 函数 : 广 (z), 广 (2 
(1) 若 上 述 两 个 函数 中 至 少 有 一 个 为 可 积 , 则 称 | f(Ddz = | . 广 cmdz 一 
[A (z)dz 为 (zx) 在 EE 上 的 积 
(2) 车 上 述 两 个 函数 演 为 可 积 , 则 称 FCz) 在 下 上 可 积 . 在 已 上 可 积 函数 的 全 


体 记 为 L(E). 
命题 5.3.1 设 f(z) 是 上 的 可 测 函 数 , 则 


Vf 1 a=/ ft Wdrt| 广 Codri 

(2) fFEL(DSOIf ELE); 

(3) Treoazls| | Fe Li, 

证 (1) 由 zz) 三 请 (Cz) 十 广 (Cz), 及 非 负 可 测 函 数 积 分 的 线性 性 质 , 有 
| A | ie =| 产 CoDdz 十 | 广 

( 荔 FELCODGF, ELD ELCEY. 


(3) | fea = jr CDdz 一 | 广 Cdr 


<|| ft warlt readz| 


寺 | Cdzt| 广 (zx)dz = | | f(x) | dz . 
命题 5.3.2 设 f(z),g(zx) 在 上 有 积 


0) 车 f(z)<g(z), 则 | /war<| scodz ， 


(2) 若 可 测 集 ACE, 则 | f(x)dz = | ACz)xa(z)dzi 


(3) 若 | F(z)| 有 入 g(Cz) 及 gELCGE), 则 fELCE). 
证 (1) 由 Fa 入 gz), 知 广 Cz) 受 gf+(Cz), 广 (z) 三 gz) ,所 以 有 
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| readz 衬 | F (Z)dz a (zx) dr 
<| gt (x)dz—| 人 (Cr)dz = | scodz 
(2) 由 命题 5. 2. 1, 有 
| fw)qr a | PP cde—[ yn 


=| 广 CDxz(zdz 一 | Pa) dz 
=| Fa) dr—| Fn)) dz 


一 | fox (x dr 


(3) 由 命题 5. 2. 1, 知 |f|EL(E). 再 由 命题 5. 3.1, 知 f€EL(E). 
例 5.3.1 设 f(z) 在 上 有 积分 且 a 三 f(x) 二 8B, 则 


am(E)<| f(r)de Eo ， 
命题 5.3.3 若 f(x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 , 则 
01》 着 斤 直 =0pa.& 于 E, 有 | f(Ddz ey 


(2) 车 f(z) 是 上 的 可 积 函 数 , 则 f(x) 在 EE 上 几乎 处 处 有 限 . 
证 (1) 因 f/(x)==0,a.e. 于 EE, 知 | f(x)| 二 0,a.e. 于 EE 再 由 命题 5.3.2 及 命 


题 5.2.7, 推 出 | forar 


(2) 因 fEL(E) ,由 命题 5.3.1, 有 |f|EL(E). 再 由 命题 5. 2.7, 知 | f(x) | 在 
下 上 几乎 处 处 有 限 ,推出 f(z) 在 上 几乎 处 处 有 限 . 
定理 5.3.4 设 f(z) 二 g(xz),a.e. 于 EF, 车 /EL(E), 则 gEL(E), 且 有 


| readz 一 | scodz 


证 因为 f(z) 与 g(x) 对 等 ,可 知 六 (zx) 与 g1' (x) 对 等 ,以 及 广 (7) 与 g (7) 
对 等 .由 fEL(E), 知 六 ,f/f EL(E). 再 由 定理 5.2.6, 有 g1,g EL(E), 所 以 有 
gEL(E),H. 


| far 到 | codz 一 | = | 2 CDdz 一 | g- aig = | scodr， 
注 5.2 两 个 对 等 的 可 测 函 数 , 其 可 积 性 与 积分 值 是 一 致 的 ,所 以 被 积 也 数 在 


<| 17epD 1 dr=0, 所 WM| f(z)dr =0. 
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-个 零 测 集 上 的 取 值 对 于 是 否 可 积 与 积分 值 没 有 影响 . 因而 被 积 函 数 甚至 可 以 在 
一 个 零 测 集 上 没有 定义 . 
定理 5.3.5( 积 分 的 线性 性 质 ) 设 f(x),g(x) 是 上 的 可 积 函 数 , 则 有 


(1) | ef Cdr | f (2)dr (c 为 常数 )， 
(2) | coren 二 | readz+| gedz. 
证 (1) 当 c 宇 0 时 , 因 (c 有 "= 二 cf ,(c 有 ) 一 c 广 ,有 
| cf (xr)dzr | er (zydz—| cf (x}ydz 
E E E 
|r Codzr—| 广 (2)dr |= | f(x)dz. 
当 c<0 时 , 因 ( 一 记 " 三 广 ,( 一 六 -三 广 , 有 
| ef dr Ne | CFC Yd 
E E 


=- 下 六 Cdz 一 | 广 Cz)dz|= c| rcodz， 


(2) 由 f,g€EL(E), 及 |f(x)+g(z) | |f(z)|+|g(r)|, 和 nf+g€EL(E), 
所 以 函数 f,g,f 十 g 都 是 几乎 处 处 有 限 . 于 是 有 
(far {tfte) fess = te 
(fi) tg = 6 EE. 
由 定理 5. 2. 3( 即 非 负 可 测 函 数 积 分 的 可 加 性 ) ,有 


| Utarart| fr drt) a dr=| /drt) gt dt| Cf +a) dz. 
因为 上 式 中 的 每 项 积分 此 为 有 限 值 , 移 项 后 即 得 
| .vw +gco)dz= | rcoDdz+| scoDdr， 
E E E 


5.4 控制 收敛 定理 


定理 5. 4. 1(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 太 EL(E) (k=1,2,.°), limfi (7)= 
f(z) ,a.e. 于 下 . 阁 存 在 控制 孙 数 REL(B) ,使 | f(z)| 才 F(x) ae (k= 二 1,2,…), 则 


lim| fz)dr = | f(x)dz. (5. 8) 
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证 ”对 每 个 &, 有 2F(z) 一 |f(x) 一 f(x)| 宇 0,a.e. 于 EF, 由 Fatou 引 理 , 有 


| Te os 
E A>co 类 cc E 
即 ,| 2FCz)dz <| 2FcoDdz 一 画 | | f(z) 一 f(x) | dz .因为 FEL(E), 故 消 
去 | 2F(z)dz 后 得 Io， | f(z) 一 f(z) | dz 过 0, 所 以 

lim| | f(z)— f(x) | dx = 0. 

人 ccw FE 


再 由 fear -| mepdz 


2 | [a 


aloe J 
定理 5.4.2( 有 界 控制 收敛 定理 ) 设 {f(z)) 是 玉 上 的 可 测 函 数列 ,m(E)<o， 
limf;(z) 二 f(z) wa. <. 于 巨 车 存在 常数 M, 使 :|fi(2)|<Moa.e. 于 EC 一 1,2,…), 则 
lim| Acadz= | f(z)dz. 
证 ”在 定理 5.4.1 中 , 取 控 制 函 数 F(z) 一 M 即 可 . 
定理 $4.3[ 逐 项 积分 定理 】 设 {i (2) 是 上 的 可 积 了 数列 , 若 | ,| (9 | 由 
三 oo, 则 


oo 


Ee 之 大 (Z)d = pn fit) dr, (5.9) 


证 = :CD | ,由 定理 52.4 知 | FDdr 一 忆 |， [Fey [il 


k=1 


二 oo. 所 以 有 FELCB)， 从 而 得 F(z) 为 几乎 处 处 有 限 ， 让 级 数 >， (zx) 为 几乎 处 处 


收敛 ,其 和 记 为 f(zx). 再 由 | f(z) | 过 > | ACo |= F(z), 和 fF ELD). 


nt 


再 令 gw(z) = >) fi on = 1,2,…), 则 | gwCz) |< 2 | filz) |< 
k=1 
F(z) (m= 二 1,2,…) ,由 控制 收敛 定理 有 
| readz wl ee lim| Ci 
E E mo m=>=oME 


-lm |, A Da. 


n>oo 
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推论 5. 4. 4( 对 积分 域 的 可 数 可 加 性 ) 设 E= UE,, 这 里 {E.} 是 互 不 相交 的 
可 测 集 . 若 fEL(E), 则 
| repdz= |, far. 
证 由 非 氏 可 测 函 数 对 积分 域 的 可 数 可 加 性 ,有 
> | coDX (2) | dz = | | ra laz=| 1 1dz<c， 
再 由 逐 项 积分 定理 ,有 
[fa = fH Ds Dd = | DD de 


S| fos Ca 本 
推论 5.4.5 设 E=UE,{E) 是 递增 可 测 集 列 .车 FCz) 是 已 上 的 可 积 函数 ， 
则 
| fdr = lim|, f(a. 
证 令 fi(z)=fCz)Xs (x) (k=1,2,), 则 | fi Cx) lf) |, filr) 一 


f(x)(k>00) ,XEE 而 且 fEL(E). 用 控制 收敛 定理 即 得 结论 . 
定理 5. 4.6( 积 分 的 绝对 连续 性 ) 若 AEE(CE) , 则 对 任意 的 s 盖 0, 存 在 $>0， 
使 当 可 测 集 eCE 且 m(e)<6 时 ,有 


| reoaz|<| | fC | ds ee. (5. 10) 
证 不 妨 设 f(x) 宇 0. 对 任意 的 e 汪 0, 由 定义 5.2.1 知 存在 非 负 可 测 简 单 函 数 


h(z), 使 0<hCDZfGD 及 [hodz>>| f(z 一生. 设 Ih(z)|<M, 令 5 一 
F477* 则 当 可 测 集 eCE 且 m(e)<8 时 ,有 
| rcodz [rw Cdz 十 | hz)dr 
| [re a hcz)Jdz+ |h ad 


<| [re tlde | Mate) 
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5.5 可 积 函 数 与 连续 函数 


引 理 5.5.1 若 JEL(CE), 则 对 任意 的 es 盖 0, 存 在 Re 上 具有 紧 支 集 的 可 测 简 
单 函数 g(xz) ,使 | | f(x) — g(r) | dx <e. 

证 由 推论 4.1.10, 知 存在 具有 紧 支 集 的 可 测 简单 清 数 列 {g (7x)) ,使 得 

[q(T NE FD RE,2,.), limg (7) = /7), 
因为 | 了) 一 gr Cz) | 夺 2| A(z) | 二 1,2,…) ,由 控制 收 钱 定理 有 
lim| | f(D) — G(x) | dr = | lim | fx) — gilz) | dx = | “dr='0,， 

于 是 对 任意 的 e>0, 存 在 k, 使 | | f(z) 一 p02) | dr 之 

定理 5.5.2 若 /EL(E), 则 对 任意 的 e>0, 存 在 R* 上 具有 紧 支 集 的 连续 函 
数 g(z) ,使 | | f(z) 一 g(x) | dr 之 e. 

证 ”由 引 理 5. 5.1, 知 对 任意 的 e 守 0, 存在 Re 上 具有 紧 支 集 的 可 测 简单 函数 
p(z) .使 | | flr) — phx) | de . 设 |p(z)| 二 M, 由 定理 4.4.2, 知 存在 R” 上 
具有 紧 支 集 的 连续 函数 g&(z) ,使 1g(z)|1 委 AM, 且 关 (人 后 忆 :Pp(Czr) 天 gr) 二 


-双亲 | 
7 则 


| | Fz} — gx) | gz<|. | FE 一 人 和 | dx | | eGCz) — gr) | dr 


A +| | p(TI)— gg(X) | dr 


-ixzE 开 :PT) 天 gz 


colm 


2 EE Eg(r) Ag) 四 十 


ts|m 


clm 


5.6 Lebesgue 积分 与 Riemann 积 


有 时 为 方便 区 别 , 常 把 f(x) 在 [a,0] 上 的 Riemann 积分 简称 为 (及 ) 积 分 , 记 为 
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CR) | 7Czdz ;把 f(x) 在 [a,6] 上 的 Lebesgue 积分 简称 为 (L) 积分 , 记 为 


"hb 
CD | Rd 


先 回顾 f(z) 在 La,b] 上 的 (R) 积 分 . 设 FGz) 是 定义 在 La,b] 上 的 有 界 函 数 ,对 
[a.6] 的 任 一 分 划 TT:a 二 过 zi 过 … 过 x 二 b. 记 
Az 王石 一 ZI 一 1 2 nN), | T=max{(ri— zx 1:i=1,2,. ,7n), 
M;=sup{ FCz):zi 二 7z 委 ii)7M0 一 inf( (x) :x rx;}. 


分 别称 SCF,T) 一 SMAx sf,T) = SmAz; 为 f(x) 关 于 分 划 工 的 大 和 与 小 


和 ,分 别称 | a ek NE 
a 


| fede = 二 sup{s(f,T) :本 是 [a,6] 的 分 刘 ) 
为 /(zx) 在 [a,b] 上 的 上 积分 与 下 积分 . 若 两 者 相等 , 则 称 f(x) 在 [a,5] 上 为 (R) 可 


积 , 记 为 /ER[asb]. 这 时 积分 值 为 CR)| EE | f(r)dr = 全 fr, 


现在 对 XELa,b], 令 w(x) =sup| [fC(7)— f(y)|:yELa,b], [ye 
w(X) 二 limew(X). 则 w(xr) 是 [a,6] 上 的 可 测 函 数 ,上 且 /(Cz) 在 点 工 连续 当 且 仅 当 : 
w(X)=0. 

定理 5.6.1 设 /(zx) 是 定义 在 La,5] 上 的 有 界 隔 数 , 则 fE R[La ,Oo 的 充分 必要 
条 件 是 : f(z) 在 [a,b] 上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 . 

证 充分 性 . 设 f(z) 在 La,b1 上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 , 则 {wx (z)) 在 [a,6] 上 几 
乎 处 处 收敛 于 0. 对 任意 的 e 二 0, 由 叶 果 洛 夫 定理 存在 可 测 集 FClLa,b],m([La,bj 八 F) 
<<e; 使 (w(x)) 在 下 上 一 致 收 伍 于 0, 故 存在 使 w(x)<e(rER). 

因 f(z) 是 定义 在 La,5bj] 上 的 有 界 函 数 , 知 存在 M>>0, 使 | f(x)| 志 M(xELa， 
b]). 


设 了 是 [a, 妇 的 任 一 分 划 Ta 一 zo 之 zi 过 …<<z, 一, 且 上 全 | 过 二 .这 里 


| 不 | —max{Zzi— zi :1<i<n}., 令 
={i: [x 1s7 (FG ,B= {i Lz 1sz; CLabl\F). 
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当 iEA 时 , 取 xE[LziiyZzi] 门 F, 有 Mi 一 mj; 寺 |M; 一 f(x)| 十 |m; 一 f(x) | 过 
2 (zx) 二 2e, 则 
SCf, TI—s(F, D)=3M—m)Ar 
= M —m;) AZ toM, 一 7 )Az， 
< 2eAx.; 十 总 2MAx:; 
<2e(6—a) +2Mm([La,bl\F) 
<2e(6—a+M). 
所 以 fERLa,b]. 
必要 性 . 设 fERLa,b], 对 o>0, 记 =={rTELa,bj]:w(7X) 这 c}. 若 有 m( 丰 放 0, 对 
[a,6] 的 任 一 分 划 T:a==zw 过 zi 过 … 过 x, 二 6; 记 A 二 {i:[x1,zij 门 F 关 如), 则 有 
Sf,D—s(f,D)=EM—m) A DM —m)ArSem(F). 
与 1€ R[a,b] 刻 盾 ,; 故 必 m(F) 二 0. 从 而 得 (zE[La poj:w(Czr) 二 0) 王 
避 {zeE[a, 妇 :wz) 二 | 是 零 测 集 , 即 f(z) 在 [a,6] 上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 . 
例 5.6.1 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 有 界 函 数 ,车 其 不 连续 点 为 至 多 可 数 , 则 f€ 
RLa,b]. 
例 5.6.2 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 单调 函数 , 则 FE RLa,Pb]. 
定理 5.6.2 函数 f(z) 的 常 义 (R) 积 分 与 (L) 积 分 有 如 下 关系 : 
(1) 车 了 (zx) 为 (R) 可 积 , 则 f(z) 为 (L) 可 积 , 且 积 分 值 相等 ; 
(2) 车 f(z) 为 (L) 可 积 , 推 不 出 f(z) 为 (R) 可 积 . 
证 (1) 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 常 义 (R) 可 积 函 数 ,由 定理 5.6.1, 知 f(z) 在 [a,6] 
上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 , 故 f(x) 是 [a,] 上 的 有 界 可 测 函 数 ,所 以 fELLa,b]. 
对 [a,6j 的 任 一 分 划 T:a 二 吉 过 zi 过 … 过 z= 二 6b; 记 号 Mi,mi,Ax; 如 前 所 
述 , 则 


maz SD fn dr < MA G12 sn) 


所 以 有 s(f,T) 去 of FoDdz 过 SCH,T) ,对 左 端 取 上 确 界 , 对 右 端 取 下 确 界 ， 
有 
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p b = pb 
| fwar< Ddr=| fa. 
“a a 


再 由 AER[a,O, 知 | fend 一 CR)| 7Cndz， 


二 元 全 op 了 
(2) 考虑 定义 在 [0,1] 上 的 玖 数 /一 -| D0,1NQ 显然 ,函数 f(z) 
0， xzE[L0,1NQ. 
在 [0,1] 上 为 (LL) 可 积 , 但 不 是 (R) 可 积 的 . 
1， XE€E[0,1]NMNeQ:; 


zx, xXELO,1IN\Q. 

解 (L) | /war 时 (| dz= CR)| r= 十 .这 里 第 一 个 等 号 是 由 于 
[10,11naQ 是 堆 测 集 , 而 ( 工 ) 积 分 与 被 积 图 数 在 零 测 集 上 的 取 值 无 关 . 

定理 5.6.3 函数 f(x) 的 广义 (R) 积 分 与 (L) 积 分 有 如 下 关系 : 

(1) 若 f(z) 的 广义 (R) 积 分 是 绝对 收敛 的 , 则 f(z) 是 (L) 可 积 的 , 且 积 分 值 相 
等 ; 

(2) 若 f(x) 的 广义 (R) 积 分 是 条 件 收敛 的 , 则 Fz) 不 是 CC) 可 积 的 . 


证 (1) 以 绝对 收敛 的 广义 (R) 积 分 | f(x)dz 为 例 , 其 余 类 似 
对 每 个 自然 数 &, FCz) 在 [0,&] 上 为 常 义 (R) 可 积 , 于 是 有 
CD IFldz=imdo| [交感 = lim(R)| [Fh = | | fl ee 


例 5.6.3 计算 | Fenpdz ,这 里 ro=| 


所 以 feL[0,co). 再 由 推论 5.4.5, 有 
CD fdz = lim(D) | 几 w 守 lim(R)| Re CR i 


(2) 以 条 件 收敛 的 广义 (R) 积 分 | ”f(z)dz 为 例 ,其 余 类 位 . 
对 每 个 自然 数 有 ,f(z) 在 L0,&] 上 为 常 义 (R) 可 积 ,于 是 有 
| 17ldz= limCD)| 1 dr = lim(R)| i 


所 以 fEL(L0,c0)). 

在 理论 研究 和 应 用 实践 中 , 常 要 考虑 积分 与 极限 的 交换 问题 ,积分 与 求 和 的 交 
换 问题 ,积分 与 求 导 的 交换 问题 等 等 . 这 些 问题 的 解决 ,在 (R) 积 分 的 理论 中 往往 
需要 附加 比较 强 的 条 件 ,但 是 在 (L) 积 分 的 理论 中 所 需要 的 条 件 就 比较 宽松 . 因此 


。96 ， 实 变 函数 


可 以 得 到 (L) 积 分 的 理论 的 一 个 重要 应 用 
例如 ,要 研究 (R) | limf,dz = lim(R)| /udz 是 否 成 立 . 若 被 积 函数 蕴 为 常 义 


CR) 可 积 或 绝对 收敛 的 广义 (R) 可 积 ,该 问题 就 转化 为 (L) | limfidr = 


lim(L)| 六 dz 是 否 成 立 ? 而 后 者 常常 比较 容易 判别 


例 5.6.4 求 lim(R)| < zSin krdx. 


业 十 


令 fi (zx) 二 zsin kr(k=1,2,. ), 则 limfi (xz) 二 0. 
kVvr 1 . 
)|< SE = 1 i 
由 | fi(z)| 志 人 3 WW F(zr)(k=1,2,%), 及 (R) Fz) dz 


为 绝对 收敛 , 故 RELL0,1j, 所 以 由 定理 5. 6. 2 和 控制 收敛 定理 ,有 
lim(R)| frr de = lim()| fi (zx) dr = Df limfi(x)dxr =0. 


5.7 重 积分 与 累 次 积分 


在 Riemann 积分 中 , 若 f(x,y) 在 D==[a,b]XLc,dj] 上 连续 , 则 
duyrb 
上 Fi = (| re.wdy)dz. 


下 面 我 们 希望 在 Lebesgue 积分 的 理论 中 建立 类 似 的 结果 . 
设 R" 二 R? XN=p 直 gg) = (gd X29 Tp) ER y= (yy Ws)E 
Rs , 记 
(XY)=(xi Te Tp V1 yy yo) ER*XR'=R", 
则 定义 在 R" 上 的 函数 可 以 记 为 f(x,y), 其 中 (x,y)ER?XR'. 若 f(x,y) 是 R* 上 


的 可 测 函 数 且 其 Lebesgue 积分 有 定义 , 则 其 积分 可 以 写作 | ，， _f (zsy)drdy ,并 


称 为 重 积分 . 
现在 设 f(z,，y) 是 R?XR 上 的 非 负 可 测 函 数 . 在 研究 重 积 分 


jv/ (zwy)dzdy 与 累 次 积分 (|,。f (zy)dy)dz 是 否 相等 之 前 ,应 该 先 考虑 
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该 累 次 积分 的 在 在 性 . 记 F(z) 一 | ,f(x,y)dy , 若 要 | ,F(z)dz 存在 , 则 F(z) 


f(x,y)dy 必须 是 R* 上 的 可 测 函 数 . 所 以 对 几乎 处 处 的 XE R?* ,函数 F(x) 


=[ 
| 


= wf CT) dy 必须 有 定义 ,从 而 得 f(x,y) 是 yER* 上 的 可 测 画 数 ( 把 iER? 固 


定理 5.7. 1(Tonelli 定理 ) 设 f(r,y) 是 Rr*XR* 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 
(A) 对 几乎 处 处 的 TER?* ,f(z,y) 作 为 y 的 函数 是 R'Y 上 的 非 负 可 测 函 数 ; 


(B) F(z) 一 | f(z,y)dy 是 Re? 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 


(| ， fwddy=|, (| redy)dr， 

证 我 们 将 就 f(x,y) 由 简单 到 复杂 的 情况 逐步 加 以 证 明 . 

(1) 设 f(x,y) 二 Xe(zx,y), 这 里 的 为 R" 中 的 矩 体 . 

设 下 一 五色 五 ,而 五 与 到 分 别 为 Re 与 Re 中 的 矩 体 . 对 每 个 xER?*, 知 
Xe(7X,y) 作 为 y 的 函数 是 Re 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 


|I|, zxzE€ElL; 


F(z} = | Xe(xr,y)dy = | 
Re 0， rl. 


所 以 F(z) 是 R* 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 有 
| FC)dz =| .hh II ks |=| = mhD) | 


f(x,y)drdy. 
RPRY 
(2) 设 /zy) 王 人 (zyy), 这 里 巨 为 了 "中 的 开 集 . 
设 E 一 UI, 其 中 {1} 为 R" 中 互 不 相交 的 矩 体 . 令 fi (x,y) 二 XX (zx,y) (一 1， 
2,……), 则 Hz 一 之 万 (zy)， 由 (1) 知 ,每 个 A(zyy) 满 足 (A)、CB) CC), 则 
f(z,y) 显 然 满足 (A) 与 (B), 再 由 非 负 可 测 函 数 的 逐 项 积分 定理 ,有 


| ,of Crdrdy 次 > | frr drdy 一 > (| (zy dr)dy 


三 | (| Dhar)dy 圭 上 (| yezsdy)dz 


(3) 设 f(x,y) 二 Xe(x,y), 这 里 巨 为 R" 中 的 有 界 Gy 集 . 
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不 妨 设 EE Gi ,这 里 {Gi) 是 递 碱 有 界 开 集 列 , 记 fi (zx,y) 二 Xo (zx) (8 二 1,2， 
7), 则 f(z,y) 王 lmfr(x,y). 由 (2) 知 每 个 (xz,y) 满 足 (A)、(B)、(C), 故 
f(z,y) 满 足 (A)、(B) ,再 由 控制 收敛 定理 有 


| fdrdy = lim| ,fz drdy = lim|, (| filzsydr)dy 


kro RF 


= lm) (fm). 
(4) 设 f(x,y) 二 Xe(x,y), 这 里 玉 为 R" 中 的 有 界 零 测 集 . 
存在 递减 有 界 开 集 列 (Gi), 使 ECG, (k=1,2,.) 及 limm(G:) =0. 今 


H= 则 Ge, 则 有 ECH 及 m(H)=0. 记 h(x,y)=Xn(z,y), 由 (3) 知 
1 (| hz ydy)dr 二 | ,rdrdy 二 0. 


所 以 对 几乎 处 处 的 XE R?* ,有 | Ceady 二 0 ,从 而 得 h(z,y) 作 为 yER' 的 函 


为 yER’ 的 函数 也 几乎 处 处 为 0, 故 满足 (A). 因为 对 几乎 处 处 的 TE R*, 有 F(z) 


= | ,f(xy)dy =0, 克 f(z,y) 也 满足 (B). 而 f(x,y) 满 足 (C) 是 显然 的 . 


(5) 设 f(x,y) 二 Xe(x,y), 这 里 玉 为 R* 中 的 有 界 可 测 集 . 
设 下 = 玉 \Z, 这 里 五 是 有 界 Gs 集 ,Z 是 有 界 零 测 集 , 则 
zy) 一 Mr(Czyy) 一 4z(Czyy)， 
由 (3) 与 (4) 知 Xp (zx,y) 与 Xz(x,y) 和 皆 满 足 (A)、(B)、(C), 故 f(x,y) 也 满足 (A)、 


(B) (CO). 
(6) 设 f(x,y) 是 R”" 上 具有 紧 支 集 的 非 负 可 测 简 单 函 数 . 


设 /(z,y)== 包 caXs, (zx,y) ,这 里 每 个 为 R" 中 的 有 界 可 测 集 . 由 (5) 知 每 个 
Xe(zx,y) 满 足 (A)、(B)、(0), 故 f(x,y) 也 满足 (A)、(B)、(C). 


(7) 设 flz,y) 是 R" 上 非 负 可 测 函 数 . 
由 简单 函数 的 逼近 定理 , 知 存在 Re 上 具有 紧 支 集 的 非 负 可 测 简单 函数 列 
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{f(x,y)} ,使 得 
帮 (zy) 委 户 (zy) 入 入 帮 3) 入 imA(zy) 一 A 7y)， 
由 (6) 知 每 个 fe(z,y) 满 足 (A)、(B)、(C), 故 f(x,y) 也 满足 (A)、(B), 再 由 
Levi 渐 升 列 积分 定理 ,有 


| ,fey drdy = lim| ,fs (zyy)dzdy = lim|, (| (zy dr)dy 


= | (| limficz ydr)dy =|, (| ,fdy)dz. 
定理 5.7.2(Fubini 定理 ) 设 f(zx,y) 是 Rr*XR? 上 的 可 积 函 数 , 则 

(A) 对 几乎 处 处 的 ZER?, f(x,y) 作 为 y 的 函数 是 R' 上 的 可 积 函 数 ; 

(B) F(x)= | frr)dy 是 R 上 的 可 积 函 数 ; 


Of, fwdrdy=|, (| ,frydy)dz. 


证 由 f(xyy)= 扫 (zyy) 一 广 (z9) ;及 六 (zyy) 与 广 (z;y) 都 是 R*XR’ 
上 的 可 积 函 数 , 利 用 定理 5.7.1( 即 Tonelli 定理 ) 即 得 . 
推论 5.7.3 设 ACR?*’,BCR’,E 二 AXBCR"(n 二 p 十 9), 则 
(1) 车 f(x,y) 是 AXB 上 的 非 负 可 测 函 数 , 有 
| fowardy=| (| fC wdy)dr = | (| fy dr)dy. 
(2) 车 f(x,y) 是 AXB 上 的 可 积 孔 数 , 有 
| flr drdy = | (| fz dy) dr 一 | (| f(z,wdr)dy : 
证 令 
flz,y), (zx,y)EAXB; 


0， (zx,y) ER"\(AXB). 
对 g(x,y) ,在 R* XR 上 用 定理 5.7.1 和 定理 5.7. 2 即 得 . 


ge 


例 5.7.1 设 /(z,y) 是 AXB 上 的 可 测 函 数 ,车 | (| | f(x,y) | dy)dz 
< 一 十 co , 则 
| fwdrdy=| (redy)jtz=| (| fwdr)dy. 
证 因为 | f(x,y)| 是 AXB 上 的 非 负 可 测 函 数 , 故 有 
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你 | f(x,y) | dzdy = i | f(x y) | dy)dz 有 <6; 
所 以 f(z,y) 是 AXB 上 的 可 积 函 数 ,从 而 得 
| fowardy =| (| fwydy)dr = | (ff 6,7wdr)dy. 


定义 5.7.1 设 jz) 在 下 上 可 测 , 则 称 
f: WW)=m({rEE:| FGz)| 二 1)) ,4>0 
为 Fz) 在 五 上 的 分 布 函数 . 
命题 5.7.4 设 f(z) 在 EE 上 可 测 , 则 对 1 三 p 二 ,有 


| [ya Jase= p| A f. Od 


l, |fCr) | SN 


Fw = | 
0， |f(z) 1<2. 


则 由 定理 5.7.1, 有 
| Fr)1| cx 
| ep liz=| a pra=| dr| ATF 
E E 0 E 0 
es | dl pA? "F(z,A) dr =| ad F(xr,A)dr 
0 E 0 E 
一 | pir pl rir 
| A da] 外. 4 ” (WA 
注 5.3 车 令 g00)= 二 m({xEE:;|f(z) | 大 录 ) ,4 之 0, 则 对 1 过 p 过 oo, 类 似 可 得 


| [家 坟 病 下 二 中 28CDd 


5.8 例题 选 讲 


例 5.8.1 设 f(z) 为 EF 上 的 非 负 可 测 函数 , 记 EE 二 {TEE: f(z) 之 k)(k 二 1， 
2,…) ,证 明 : 若 fEL(B), 则 翌 m(ED)<coi; 若 mm(E)<c=， 则 反之 亦 然 . 
证 先 证 明 :对 任意 zEE, 有 Xs, (z)<f(z)<1+ Xs, (x). 
车 0<f(z)<1 或 f(x) 二 十 2, 不 等 式 显然 成 立 .下 设 m 过 f(z)<m 二 1, 则 有 
之 和 (=mSf (2) L1HmS1t DXs, (7). 
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于 是 由 该 不 等 式 得 
| Psd < | Wd) +t DD) 
再 由 非 负 可 测 函 数 的 逐 项 积分 定理 得 
DmEn) = = =) Xs, (x)dz = | Dx (zx)dr. 
从 而 有 
vay <|. fr)dr 过 mE) Sa ) ， 
k=1 k=] 
即 得 证 明 . s 
注 5. 4 本 例题 给 出 了 非 负 可 测 函 数 /(zx) 可 积 性 与 正 项 级 数 光 mE) 收敛 
性 的 关系 ,再 利用 数学 分 析 中 正 项 级 数 收 敛 的 判别 法 则 ,可 以 解决 一 类 函数 可 积 
的 问题 . 
例 5.8.2 设 /(z) 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 记 EE={z€EE: f(x) 宝 k} (k=1， 


Se -让 1 m(FE:1) 
2 lm m( FE:) 


<1 且 mx(E) 过 wo, 试 证 :fEL(E). 
证 因为 lm 各 六 一 1, 由 正 项 级 数 的 比值 判别 法 知 总 m(E,)<oo, 再 由 例 


5.8,1, 有 fEL(E). 
例 5.8.3 设 f(x) 为 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 , 记 EE 二 {rEE; f(z) 之 k} (k= 二 1， 
2,…) ,着 limk%n (EE =c(p>1,0<c<1) HB mn(E)<, 试 证 : fEL(E). 


证 因为 limkrm(E,) 一 c(p 之 1,0<c<1), 考 虑 收敛 的 了- 级 数 呈 页, 由 正 项 
级 数 的 比较 判别 法 知 立 m(R)<<co, 再 由 例 5.8.1, 有 /ELCE). 

例 5.8.4 设 f(z) 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 记 E;={zEE: f(x) 之 k} (一 1， 
2 人 收敛 且 m(E) 二 oo, 试 证 :fEL(E). 

证 因为 m(E)= 二 "km( 巨 ) 芝 记 [ 让 + 妈 (m(E)》? | ,而 级 数 衬 尼 Cm( 瑟 )) 
与 纺 十 皆 为 收敛 级 数 ,所 以 有 对 m(E) 二 oo, 再 由 mw(E) 过 oo 及 例 5.8.1 知 /EL 


(FE). 
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例 5.8.5 设 f(z) 为 E 上 的 可 测 函 数 , 记 g(0) 二 m({xXEE;|f(x) | 三 4X)), 证 
明 ; 若 fEL(E), 则 | ga 一 co ; 若 z( 本 一 co, 则 反之 亦 然 
证 一 ”因为 g@Q) 是 非 负 的 单调 下 降 函 数 , 则 


He ea 
| swuwus Paw < gWUS<geO)+| gM=mE)+| gd 


车 fEL(E), 则 由 例 5.8.1 知 号 g(k) 过 oo, 由 上 述 不 等 式 得 | gChD)d 
Ss 
若 | gd 一 co , 则 由 上 述 不 等 式 知 总 g(&) 二 oo, 在 条 件 m(E) 二 oo 下 由 


例 5.8.1 得 fELCE). 
证 二 利用 命题 5.7.4 后 的 注 5. 3 来 证 明 . 


注 5.5 本 例题 给 出 了 可 测 函 数 /(z) 可 积 性 与 广义 积分 |，gG)dz 收敛 性 


的 关系 ,再 利用 数学 分 析 中 广义 积分 收敛 的 判别 法 则 ,可 以 解决 一 类 函数 可 积 性 的 
问题 . 

例 5.8.6 设 f(z) 为 上 的 非 负 可 积 函 数 , 记 Es 一 {XEE: f(z) 之 k}(k 二 1， 
2,…), 试 证 :(1) limm(E)==0;(2) limkm(E)=0. 


证 一 〈1) 对 每 个 ,有 
Wy = | hdr <| Sf Dr < | f WD, 

故 有 WH(CEY <i|. f(z)dz ,再 由 f(z) 的 可 积 性 , 知 linmwn(EE) 二 0. 

(2) 因 f(x) 为 E 上 的 非 负 可 积 函 数 ,由 积分 的 绝对 连续 性 , 知 对 任意 的 e 二 0， 
存在 6 二 >0, 使 当 可 测 集 eCE 且 m(e) 过 6 时 ,有 | f(x)dr 过 e. 

由 (1) 知 limm(EE) 二 0, 对 上 述 0>0, 存 在 A ,使 当 &>i 时 有 mr(Ei) 王 6, 于 是 

km (FE:) =| dr <| flridr es, 
及 及 

即 有 limkm(E;) 二 0. 

大 -co 

证 三 记 g()=m({zEE: f(z) 宕 4)), 由 例 5.8.5 有 | su 一 co ,而 
g(4) 是 非 负 的 单调 下 降 函 数 ,所 以 有 limg (4) 二 0, 即 得 linwn(E) 一 0 
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2 
再 从 24 。g(21) 云 ?| gd 一 0 , 知 limXg (4) 一 0, 即 得 limkm(E,) 0， 


注 5.6 本 题 也 可 以 用 例 5. 8. 1 来 证 明 . 
例 5.8.7 设 f(z),fi(z)(k 二 1,2,…) 是 上 非 负 可 测 函 数 , 若 函 数列 


(fi(z)) 在 下 几乎 处 处 收 全 于 /Cz), 且 有 lim| fi(z)dz = 二 | f(z)dzr 二. 试 
证 明 : 
lim| | filxw) = FR) | de = 0. 
goo E 
证 对 每 个 ,有 f(z) 十 f(x) 一 |f(zx) 一 f(x) | 之 0, 用 Fatou 引 理 有 


| limcrca + hn) | py = Fi) [ls 
Ee 


lim| (co + filz) 一 | FD — A Tae , 
sood E 
于 是 
| 2fC2dr < | 2f 0dr Im _] f(D) — tw) | de, 


因为 /ELCE), 故 消去 | 2f(z)dz 后 得 Bm| | f(z) 一 fi(z) | dz 之 0, 所 以 


lim | f(x)— filzx) | dr=0. 

例 5.8.8 设 {fi(z)) 是 EE 上 非 负 可 测 函 数列 , 且 { f(z)} 依 测度 收敛 于 
f(D ,证 明 ;| fdzr < lim| f(z)dz. 

证 〈 反 证 法 ) 若 | /Cadz > 各 | czdz , 则 在 {f(z)) 中 取出 子 列 
(i (2)) ,使 得 lm| f(z)dz 存 在 , 且 | fz)dz > lim| fi (x)dz. 

因为 {f(z)) 依 测度 收敛 于 f(z), 由 Riesz 定理 不 妨 假设 limf (x) 二 f(x)， 
ae 再 由 Fatou 引 理 , 知 

[suet nn 

得 予 盾 , 所 以 | far < lim| few) dz. 
例 5.8.9 设 jz), 太 (z)(R=1,2,…) 是 已 上 非 负 可 测 函 数 , 若 函 数列 
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(fr(z)}) 在 上 上 依 测度 收敛 于 f(x), 且 有 lim| fiC2)dz = | fwdr 二 co. 试 证 
明 : 

lim| A 

上 cy 五 


证 把 例 5.8.7 的 证 明 稍 作 修改 (当时 用 Fatou 引 理 ,现在 用 例 5. 8. 8) 即 得 . 

例 5. 8. 10( 依 测度 收敛 控制 收敛 定理 ) 设 {fi(z)} 是 玉 上 的 可 测 函 数列 ,是 
{fi《X))) 依 测度 收 化 于 f(z). 车 存在 控制 函数 下 ELCE), 使 | fi (x)| 志 F(x),a.e. 
于 E(k 二 1,2,…), 则 


lim| fi C2)dr 二 | far 


证 对 每 个 &, 有 2F(Cz) 一 | 7z) 一 万 (z)| 三 0,a.e. 于 已 , 则 函数 列 {2F 一 
| 一 记 |} 为 几乎 处 处 非 负 且 依 测度 收敛 于 2F. 用 例 5. 8. 8 有 


| 2F(2)dr < lim| 《2FRCE 一 | fx) CO— fr) [dx 
E 人 -=ccw E 
二 | 2F() dr — km ,| flz) = fitz) | dz. 
因为 FEL(E), 故 消去 | 2F(z)dz 后 得 Hm| | f(z) 一 fi(z) | dz 过 0, 所 以 
| | fC27 OO f(x | d= 0, 
再 由 AE | | f(x) — filz) | dz| , 知 


lim| 记 Em | fw dr. 
例 5.8.11 设 FGz),ACz)GR=1,2,…) 是 已 上 非 负 可 测 函 数 , 若 函 数列 
(f(z)} 在 EE 上 几乎 处 处 收 化 于 f(z), 且 有 lim| fi(z)dz 二 | /coDdzr 一 ce. 斌 


证 明 :对 于 巨 中 任 一 可 测 子 集 <, 有 lim| fi(z)dr = | f(z)dz， 
证 由 例 5.8.7 有 lim| | f(x) 一 f(x) | dz 一 0 ,于 是 对 已 中 任 一 可 测 子 集 
e. 有 lim| | f(z) 一 fz) | dz 二 0, 所 以 得 lim| PCz)dz = | f(a)dz. 


例 5.8.12 设 f(z) ,f(z)(%==1,2,…) 是 玉 上 可 测 函 数 , 若 lim| | fi (zx)— 
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f(zx) | dz = 0, 试 证 明 : 户 一 >~ 太 
证 ”对 任意 的 s 盖 0, 有 


em({rEE:|fi(r)—f(x)|>e))< | fi(x)— f(r) | dz 


|. E: [fi C7) fr) |>e} 


<| AD 一 Faldr 一 -0 
所 以 limm({zE 巨 :| 万 (z) 一 Frz)|>e)) 一 0, 即 有 太一 > 大 
例 5. 8. 13 设 ! {fir (XT)}) 是 E 上 非 负 可 测 也 数列 ,是 m(E)<=~o, 证 明 : 


所 一 >0 当 且 仅 当 lim| Tf I 一 0， 


dz = 0 ,由 例 5.8.12 知 - 友 一 二 -0. 因 为 


证 充分 性 . 设 lim| 志 林 i 


9(7) 二 了 和 在 (0, 十 oo) 上 单调 增加 , 故 对 任意 的 e>0, 有 


m({rEE: fi(r)>e} )< m( |zeE: a 0， 


即 有 fi 一 一 >0. 


必要 性 . 设 fi 0, 对 任意 的 :之 0( 不 妨 设 0 二 e 二 1), 则 


m( (zx€EE; > D)=m({zEE: fH2E))—0. 


LL 


fe 2 fr lx) : f 
所 以 I 十 到 一 人 0, 再 由 | 人 人 | <1 及 例 国 8.10, 知 lim|， I 


二 0. 


例 5.8.14 设 fEL(C(0,50)), 令 f(x) 二 f(r) Xop (rT) (k=1,2,…), 则 


{fi(z)) 在 (0,co) 上 依 测度 收敛 于 f(x). 
证 因为 limfi(x) 二 f(x)， 由 | f(x)— f(x)|<2| f(z) | 及 fEL((O0, 0)), 


用 控制 收敛 定理 ,有 
im| ff d=| lim| f(2) -f(x) | dr=0. 


再 由 例 5.8.12, 有 一 一 /. 
例 5.8.15 设 fEL((0,o0)), 斌 证明; 函数 g(x) 二 | pr 在 (0,ce) 上 
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连续 . 
证 设 zoE(0,ce) , 若 任意 的 点 列 {zx )C(0,ce) ,zx 一 0 , 则 存在 ko ,使 对 任 


意 的 & 宇 & ,有 z>> 全 ,于 是 有 | 了 只 | > | Fo 1 EL(COo,ce)) ,用 控制 收敛 定 


2 十 下 
理 , 有 
f (2) f(2) RE) 
limgln) = lim| Xk 人 | 二 = 人 二 gtzo) 


所 以 有 limg(x) 二 g(xo ), 即 函数 g(z) 在 点 zo 处 连续 ,从 而 得 g(x) 在 (0,5o) 上 
连续 . 

例 5.8.16 设 fEL(E), 记 EE= (zeéE: 1f(z)| 二 十 均 )* 试 证 明 : 

lim|, eR 

证 令 f(D Ef TX (TRE1,2,..°) ,limfi (x)=0. 

因为 | f(z)| 志 | f(x) | (4 二 1,2,…) 及 FELCE) ,用 控制 收敛 定理 有 

lim], | f(z) | dr = lim| | Fy | dz 一 | lim | cz) ji 二， 

例 5.8.17 设 {fi(7x)),(gi(X)) 是 ECR” 上 两 个 可 测 函 数列 ,日 有 | fi (zx)| 


<gilz), EE 若 limfi (zx) = f(z), limge (x) = (7), Rh lim| stCz)dz = 


| scodz< co , 斌 证明: lim ef tT) dr = | readz 

证 (1) 对 {gi(X) 一 fi(x)} 用 Fatou 5 引 理 ,有 
| Eeen Ey lim| [go 一 AD]dz 一 lim| Ba(Z)dr— Em| Acodz | 
故 | scodz-| fdr< lim| ga(z)dr—km| fi(z)dr ,由 lim| gi (2)dr 
| scodr<= ,有 


画 | .Acadz<| rcodz， 
(2) 对 {gi(z) 十 f(x)} 用 Fatou 引 理 ,有 


| [ty fy li lim| Eee fdr = lim| Pe lim| po 
E ko E kvlE kon FE 
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放 | gcodz 二 | Foodzslim| gzdz 二 lm| en 
E E 类 cov 已 kool E 


由 lim| gr(TX) dx | g(x)dr 二 co, 有 
ke EFE E 


lim| 六 (z)dz 之 | f(r)dzr. 
E E 


k= 了 上 


最 后 由 (1)(2) ,得 lim| FC hd = | Fd, 
人 -co FE E 


注 5.7 本 题 也 可 对 函数 列 {g 十 gi 一 |f 一 fi|}) 用 Fatou 引 理 来 证 明 . 
例 5.8.18 设 jz) 是 ECR" 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 存 在 ECE,m(E\E) 一 


二 (一 1,2,…) ,使 得 lim| f(x)dr 存在 且 有 限 , 试 证 明 ; f(z) 在 EE 上 可 积 
证 令 fi(x) 二 f(x)Xs (zx) (k= 二 1,2,…), 对 任意 的 e0, 有 


mlzEE| [f(z)— filx)| >e}<m(F\E)<F—0. 


所 以 函数 列 { f(z)) 在 玉 上 依 测度 收 化 于 f(x). 再 由 Riesz 定理 , 知 存在 子 列 
{fi (zx)} ,使 lim (7X) 二 f(x),a.e.XEE. 对 该 子 列 用 Fatou 引 理 , 有 


| /wr <lim| .Cedi = lim| jd lim| FD < 8 
E EE i 人 -cj E, 


故 f(z) 在 EE 上 可 积 . 
例 5.8.19 设 有 定义 在 ECR" 上 的 函数 /zz) ,如 果 对 任意 的 s>0, 存 在 g,h 
EL(CE) ,满足 g(z) 志 f(x) 二 h(x)(rEE), 并 且 使 得 | [LAGCz) 一 gsCz)]dz<e， 试 


证 明 :;fEL(E). 
证 ”对 每 个 ,存在 gi ,hEL(E) ,满足 g(x) 三 f(z) 二 h(x)(rEE), 并 且 使 


得 | [h(x) — gi lx) dr < 二 . 今 
E 
g(X) =sup{gr(7) },h(r)=inf{hi (x)), 
大 之 k 人 1 
则 g(x) 和 f(T) 二 h(r) (rEE), 且 g(x),h(z) 皆 为 可 测 函 数 . 对 任意 的 上 有 


| [ncz) — g(x) dr < | tu) — g(x) Jdz 一 二 EF 


故 必 有 | De 一 g(x)jdx = 二 0. 因为 h(xz) 一 g(x) 写 0,; 知 h(x) 一 g(x)=0,a.e. 


手下 
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再 由 g(x) 志 f(z) 志 h(xz), 知 f(x) 二 g(x),a.e. 从 而 得 f(x) 是 万 上 的 可 测 
函数 . 

因为 (DDRfDSA TD XEDR gh EL(E),PM fFEL(E). 

例 5.8.20 车 E,E;,…,EE, 是 [0,1j 中 的 可 测 集 ,L0,1j] 中 每 一 点 至 少 属 于 上 
述 集合 中 的 & 个 (kn), 则 在 已 ,已 ,已 中 必 有 一 个 点 集 的 测度 大 于 或 等 


7 “ 


证 因为 当 zE[0,1] 时 ,有 Xs (x) 之 k, 所 以 
ZE) > | Koj | oe . 后 


若 每 个 ma( 忆 ) 篆 小 于 和 , 则 立 m( 忆 ) 一 人。m 一 人 ,得 矛盾 . 

例 5. 8. 21 设 fEL(E), ECE(kR=1,2,..), limm(E 二 m(E) 过 00, 试 证 
明 ， lim|, f(a =| rcodz. 

证 因为 /ELCEB), 由 积分 的 绝对 连续 性 , 知 对 任意 的 e 二 0, 存 在 6>0, 当 eC 
EE 且 m(e)< 二 6 时 ,有 [reodz| a 

由 ECEkR=1,2,.) Rlimm(E) =m( EE, Hlimm(E\E)=0. 于 是 对 
上 述 6 二 0, 存 在 ko . 3 kko 时 ,有 m(A\E,) 二 6, 于 是 

jw] fde|= [if Wa 


所 以 有 ij fd = | fa. 
例 5.8.22 设 FEL(CR"), 若 对 R 上 任 一 具 紧 支 集 的 连续 函数 g(z), 有 


| .fadr 三 市, 茂 证 胃 , 郊 翅 =0o ea 手记. 


证 对 每 个 , 记 = {rER':f(z)> 主 | 

若 m(Ei) 放 0, 则 存在 有 界 闭 集 FCE, ,使 m(F) 写 0. 因 fEL(R"), 由 积分 的 
绝对 连续 性 , 知 对 任意 s 盖 0, 存 在 S 盖 0, 使 当 可 测 集 ecCR" 有 目 m(e) 二 6 时 ,有 
| 1 f(z) ldz 过 e. 对 上 述 6>0, 取 有 界 开 集 GF, 使 m(G\F)<8. 
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由 定理 2. 6. 5, 知 存在 连续 函数 &:R' [0,1] ,使 当 zE 下 时 ,g(z) 一 1; 当 zxE 
RNG 时 ,g(x) =0. 易 知 g(x) 为 R' 上 具 紧 支 集 的 连续 函数 ,于 是 
| epgcodz+| rcosgcodz= | rcogcodz= | ,fadr=0. 
三 e ,由 任意 性 可 知 | fendr 二 0 ,但 


一 | f(r)g(r)dr 
CNE 


故 有 | fdr 


是 这 与 | f(x)dz 之 二 m(F) > 0 相 矛 盾 , 所 以 E 必定 为 零 测 集 . 


让 
从 而 得 {xER": f(z) 这 0) =UE. 为 零 测 集 ,类 似 可 证 {zrER": f(x) 一 0) 也 为 


零 测 集 , 所 以 f(x) 二 0,a.e. 于 R". 
1 ] 并 一 2 a 
例 3 证 明 : lim] (1 本 k ) 站 dz = |, 2 
人 
证 令 记 一 (1 二 车 ) e Xi 一 1,2，) 则 { 太 } 为 非 负 可 测 函数 渐 升 


erdz. 


列 ‘Hlimfilz) 二 e“. 由 Levi 定理 ,有 


;让 NG pe 2 a 
| [CD,ce> ( : k ) : dr i CLV, fi (x )dr I | 
设 f:[0,1]>[a,bj] 是 Riemann 可 积 图 数 ,g(Cz) 是 La,o 上 的 连续 


limfi (2)dzr = | ee. 


[Co,ce > 


例 5. 8.24 
函数 , 则 f[g(z)]j 在 [0,1]j 上 是 Riemann 可 积 函 数 . 
证 记 f(x) 在 [0,1j] 上 的 不 连续 点 集 为 玉 , 因 为 f(x) 是 Riemann 可 积 困 数 ， 


故 m(E) 王 0. 记 fLg(zx)j 在 L0,1] 上 的 不 连续 点 集 为 下 , 则 有 下 CE, 从 而 得 mm(FF) 


二 0, 所 以 有 界 函 数 fLg(x) | 在 [0,1] 上 是 Riemann 可 积 函 数 . 
例 5.8.25 设 f(x) 是 [a,6] 上 的 有 界 孔 数 , 记 不 连续 点 集 为 EEF, 车 是 至 多 


可 数 集 , 则 f(z) 是 [a,b| 上 的 Riemann 可 积 函 数 . 
证 因为 EF 是 至 多 可 数 集 ,由 例 2. 9.4 可 以 知道 f(x) 的 不 连续 点 集 玉 是 至 


多 可 数 集 , 所 以 m(E) 二 0, 于 是 f(x) 是 [a,b6] 上 的 Riemann 可 积 函 数 . 
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习题 五 


1. 设 f(z) 是 巨 上 几乎 处 处 大 于 零 的 可 测 函 数 , 且 | f(z)dz 二 0 , 则 m(E)=0 

2. 设 f(x),g(x) 是 EE 上 的 非 负 可 积 函 数 ,证 明 : V 话 (zx) 十 g* (x) 也 是 上 的 
非 负 可 积 函 数 . 

3. 设 (及 } 是 Re 中 的 递增 可 测 集 列 ,E 二 UE, 车 F(z) 是 已 上 的 非 负 可 测 函 
数 , 试 证 明 : | f(z)dz = ij ,reodz， 


4. 设 f(x) 是 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 , 令 
(x) fa) ks 
fw ee 
k, f(r)>Ek. 


试 证 明 : lim| fi(z)dz = | f(z)dz. 
ko FE E 
5. 设 z(E)<ce, 挛 (z) 是 下 上 非 负 可 积 函 数 , 则 六 (z) 在 EE 上 可 积 . 
6. 设 f(z) 是 Rt 上 的 非 负 可 积 函 数 , 令 F(z) 一 | f(D)dt,z € R', 若 FE 


L(R!) , 试 证 明 : | fwar 二 让 。 


7. 设 F(z) 是 ECR 上 的 非 负 可 积 函数 , 若 | f(z)dz 二 1 , 则 | feos dz 天 


8 设 /EL(E), 若 对 巨 上 的 任意 有 界 可 测 函 数 p(z) ,都 有 | /(z)g(Cz)dz 一 
0 ,证 明 : jz) 一 0,a.e. 于 古 . 

9. 设 fELCGR) ,证 明 : | f(z+Ddzr=| f(z)dz. 

10. 设 F(z) 是 R 上 可 测 的 周期 函数 ,了 是 其 正 周期 ,FEL([0,T]) ,证 明 ， 


1 fz = 工 
lim 二 | fea 二 #| fde. 
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11. 设 /EL(E),ECE,m(E\E) < 二 (一 1,2,…), 则 im| 1 二 


| ee 中 . 

12. 设 广 (z), 户 (Cr， 户 (Cz) ,都 是 过 (OR") 中 的 非 负 可 积 函 数 , 且 六 任 一 
可 测 集 E 有 | mczJdz 生 | ja (Cr)dz(R 王 1.2,…) ,证 明 : 户 (z 专 户 (z 委 去 
广 (z 扫 ae 于 已 


13. 设 f(z) 是 有 界 闭 集 ECR” 上 的 可 测 函 数 ,车 对 任意 的 XEE, 存 在 6 二 0， 
使 ffEL(ENMB(z,6)). 证 明 : fEL(E). 


14. 设 /ELCE), {EE} 是 递增 可 测 集 列 ,E== UE, 则 lim|， f(x)dr = 
Wi zx)dr. 

15. 设 EL(R), 令 f(z) 二 f(z)Xi_p(z)(% 二 1,2,…), 证 明 ; 

lm| | = 

16. 设 /,f.EL(E)Ck=1,2,…), 且 有 | | fiCr)— f(r) | drl/k (k= 1, 
2,…) ,证 明 :limfi(z)==f(x),a.e. 于 EE 

17. 设 fELCR),F(Cz) 一 | fa ,XER, 若 (zx) 是 R 上 的 递增 函数 ,万 是 
R 中 的 可 测 集 , 试 证 明 : | f(D dr 之 0. 


18. 设 FC[0,1] 是 闭 集 , 且 mx(F) 二 0, 证 明 :Xi (zx) 在 [0,1] 上 为 Riemann 
可 积 . 

19. 设 f:[0.1]>La,b] 是 Riemann 可 积 函 数 ,g(zx) 是 [a,b1 上 的 连续 函数 , 则 
gLf(z)j] 是 [0,1] 上 的 Riemann 可 积 函 数 . 

20. 若 lim|， | f(x) 一 了 (zx) dr 二 0 ,证 明 :在 {fi(x)} 中 存在 子 列 {fi (x)}， 


Ub 


使 得 f(x) flr). 


21. 设 { f(z)) 在 E 上 依 测 度 收 化 于 f(z), 车 存在 M>0, 使 | | £2 |e 
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M ,(k 二 1,2,…), 试 证 明 :fEL(E). 
22. 设 f(z) 是 上 非 负 可 积 函数 ,证 明 : 21m( {x; f(x) 之 2:))<oo， 
23. 设 fEL(L0,o0)) 在 [0,oo) 上 非 负 可 积 ,了 (0) 二 0 且 广 (0) 存 在 且 有 限 , 试 
证 明 : 刀 zc L([0,co)). 


24. 设 {fi(z)}) ,(gr(7z)) 是 ECR" 上 两 个 可 测 函 数列 , 且 有 | f(x) | 二 gi (zx)， 


m 


zEE. 车 有 fi 一 一 fg g, 及 lim| gi(z)dz = | g(z)dr 过 吕 . 试 证 
明 : lim| fi(x) dz 加 | f(x)dz. 

k=o E E 

25. 设 fEL(E),m(E)<oo,{E) 是 玉 中 的 递 碱 可 测 集 列 , 且 m( 站 Ei)=0. 
试 证 明 : lim| f(z)dr = f(D 

26. 设 f(z) 是 上 的 正 值 可 积 函 数 ,0 二 gm(E) 二 02, 记 TT={e:eCE,m(e) 
>q) ,证 明 :inf{| f(z)drie € T)>0. 

27. 设 {fi(z)} 是 玉 上 的 非 负 可 积 函 数列 ,车 f; 一 > 了 ， lim| 访 (z)dz = 


| .f(z)dr . 则 对 巨 中 任 一 可 测 子 集 <, 有 lim| fi Cd = | fdr | 

28. 设 了 (x), f(x) (4 二 1,2,…) 是 ECR" 上 可 测 函 数 , 且 有 lim/i(x) = 
f(z) ,以 及 lim| | f(z) | dr =| | f(x) | dr 过 oo. 试 证 明 ， 

lim| | fi(2) — f(x) | dr =0. 


29. 设 fEL(E),f 了 (x) 之 0(xEEB), 证 明 ; lim| [fC Tdz = m(E). 
30. 设 f,g€EL(E),fi,gi ELCOE), | filzr)|MG=1,2,…), 若 


lim|. | fx) = f(x) | dzr = olim| | gi(z)— g(r) | dz 一 0， 
证 明 : lim| | 万 Czgx(z) 一 zagCz) | dr =0. 


31. 设 /ELCR), 若 对 任何 测度 为 1 的 开 集 GCR, 有 | f(z)dz 二 0 , 则 f(z) 
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二 0,a.e. 于 R. 
32. 设 EC(0,27) 是 可 测 集 , {6} 是 任 一 实数 列 , 则 lim| cos’ (xr 十 6)dx 一 


1 
7 m(E). 
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6 微分 与 不 定 积分 


在 数学 分 析 中 ,我 们 有 下 述 两 个 关于 微分 和 积分 的 基本 结论 . 
I. 对 于 给 定 的 在 [a,6b] 上 的 连续 函数 f(x), 它 的 不 定 积分 
Wi = | fa +C (6.1) 
是 工 的 可 微 函 数 , 且 处 处 有 
F(xr)=f(z). (6. 2) 
. 若 f(x) 在 [a,6] 上 处 处 可 导 且 时 通 数 (x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 等 式 
f(z = fay =|f'(Wax€ [La ,oO (6. 3) 
显然 ,上 述 两 个 基本 结论 中 所 出 现 的 积分 是 指 Riemann 积分 . 现在 ,我 们 有 了 
Lebesgue 积分 ,自然 要 考虑 上 述 两 个 基本 结论 在 Lebesgue 积分 框架 下 的 推广 . 对 
于 第 一 个 基本 结论 ,我 们 将 得 到 下 述 推广 : 
结论 I. 设 /EL[a, 嫂 , 则 对 于 任意 实 常数 C, 函 数 F(z) = | f(Ddi 十 C 在 
[a,b] 上 几乎 处 处 有 :FF (x) 二 f(x). 
对 于 第 二 个 基本 结论 ( 常 称 为 Newton 一 Leibniz 公式 ) ,我 们 要 找到 使 (6. 3) 
式 , 即 Newton 一 Leibniz 公式 成 立 的 最 大 函数 类 . 这 种 函数 类 恰好 是 所 谓 的 “绝对 
连续 函数 类 ”. 我 们 将 得 到 下 述 推广 : 
结论 开 对 于 [a,6] 上 定义 的 函数 f(x) ,下 述 两 个 条 件 等 价 : 
(CD f(z) 在 La,bj 上 为 绝对 连续 的 ; 
GD (zx) 在 [a,6] 上 几乎 处 处 存在 ,ELi[a,6b] 且 
Pd lay = [fa i 
我 们 讨论 的 线索 是 :单调 函数 过 有 界 变 差 函 数 二 结论 1 的 证 明 二 绝对 连续 函 
数 二 > 结论 [[ 的 证 明 . 
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6.1 单调 函数 的 可 微 性 


本 节 的 目的 是 证 明 Lebesgue 的 著名 结论 :单调 函数 是 几乎 处 处 可 微 的 . 为 此 ， 
我 们 需要 Vitali 覆盖 引 理 . 

定义 6.1.1 设 ECR' .TT 为 区 间 族 . 称 荆 按 Vitali 意义 覆盖 EE, 阁 对 于 任意 的 
XEE 及 e 这 0, 存在 IET, 使 ET 且 |T|<<e. 这 里 .T 中 的 成 员 可 以 是 开 区 间 、 闭 区 
间或 半 开 半 闭 区 间 . 

引 理 6. 1. 1( Vitali 覆盖 引 理 ) 设 ECRI 有 是 mm*(E) 二 0. 若 区 间 族 全 是 的 
Vitali 获 盖 , 则 对 于 任意 >>0, 存 在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 {7,1,,…,1,}CT, 使 

m’ (EU De (6. 4) 

证 不 妨 设 了 中 每 个 成 员 是 财 区 间 . 倘 不 然 ,可取 每 个 区 间 的 闭 包 取 代 原 来 
的 区 间 , 并 注意 到 区 间 五 ,五 …… 到 的 端点 所 成 的 集合 是 零 测 度 集 即 可 . 由 外 测度 
的 定义 , 知 存在 开 集 CD 已, 使 (G)<72 (已 ) 十 1<co. 因 下 是 瓦 的 Vitali 覆盖 ,可 
设 械 中 每 个 成 员 含 于 G 内 . 设 Q 二 sup{11|:1ET), 则 aj 志 mx(G) 二 0. 取 了 ET,， 


使 | 万 [> 去 al 设 az = supl 1 :TET,T 站 DR 三世) 并 取 1; ET, 使 1N l= 且 
[Bs 一 般 地 , 设 a;1 二 sup{11| ;TIET,TI 门 五 三 好 ,=1,2,……,2)} 并 取 Li 
ET, 使 TfL=G ,k=1,2,.,n 有 |1,ri [>30m. 若 到 某 一 步 已 有 ECUL, 


则 (6. 4) 式 已 成 立 , 倘 不 然 ,有 xEE, 使 +& Ul. 由 是 EE 的 Vitali 覆盖 , 知 有 17 
ET, 使 YEIT 且 TN 二 = 多,k 二 1,2,…n.。 因而 可 一 直 继续 这 一 过 程 ,这 样 可 从 了 
中 选取 互 不 相交 的 区 间 序 列 {1,)en 满 足 沁 11,|<m(G) 二 oo. 对 于 任意 se>0, 存 在 
自然 数 N, 使 六 11,1< 二 . 

令 T 一 EU 倘 能 证 m* T<e, 则 证 明 完成 . 接 下 来 证 这 一 点 . 对 于 任意 +E 
T, 有 zx& Uh. 因 UT, 为 闭 集 ,可 知 z 与 U1 之 间 有 一 个 正 距离. 由 Vitali 覆盖 的 


意义 , 知 存在 IET, 使 +E1 且 可 使 1 的 长 度 足 够 小 ,以 至 于 了 与 U1, 不 交 . 容易 
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看 出 :了 必 与 (1,}ex 中 至 少 一 个 区 间 相交 . 倘 不 然 ,对 于 每 个 自然 数 n,1 与 U1 不 
交 , 则 必 有 
Te <2l nl. 
因 郊 1,|<oo, 当 然 lim|1|=0, 由 此 导致 11| =0, 而 这 是 不 可 能 的 . 现在 设 是 
使 二 与 相交 的 最 小 下 标 , 则 n>N 且 |1<6<2||. 因 xET 且 1 与 4 相交 , 故 


到 太 的 中 点 的 距离 至 多 为 | 中 十 广 | 到 | 一 守 | 厂 |. 如 此 ,zxEJ,. 这 里 ,J 表示 一 个 区 


间 , 它 的 中 点 与 的 中 点 重合 ,而 长 度 是 的 5 倍 . 这 就 证 明了 :TC WJ. 因而 ， 


m’ TS 六 1,1=5 2 Ll<e. 

为 了 深入 讨论 函数 了 的 可 微 性 ,我 们 引入 下 述 四 个 量 . 

定义 6.1.2 了 /在 x 处 的 上 右 导数 .下 右 导 数 、 上 左 导数 .下 左 导数 (总 称 为 
Dini 导数 ) 分 别 定义 为 : 


D+ f(x) = lim 


He0 


To f(th) om fr) 
h l 


fd i Fx #2 
eT a h 


hi-—=0 


oe it a het dt 
h—=(0) h 


光一 
h “ 


Ds x)= lm 


ee 
显然 ,Dt f(z) 宕 Dy f(x),D f(r)2D_ f(z). 

车 D* f(x) 二 Di f(x) 为 有 限 值 , 则 称 了 在 x 处 具有 右 导 数 4 (z) ,其 值 定义 
为 D' f(z) 与 Di f(x) 的 公共 值 ;大 D f(x) 一 D- 了 (zx) 为 有 限 值 , 则 称 f 在 x 处 
具有 左 导数 f (〈(z) ,其 值 定义 为 D- f(x) 与 D f(x) 的 公共 值 . 车 D+ f(z) 一 
Dy f(zx)==D- f(x)=D_f(x) 为 有 限 值 , 即 f(z) 与 1_ (zx) 存在 且 相 等 , 则 称 f 
在 zx 处 可 导 ( 或 可 微 ), 其 导数 即 为 f(x) 与- (zx) 的 公共 值 , 记 作 f(z). 

定理 6.1.2(Lebesgue) 设 /为 定义 于 [a,5] 上 的 单调 增加 实 值 函 数 , 则 /在 
[a,b 上 几乎 处 处 可 微 , 导 函 数 广 (z) 为 可 测 的 , 且 六 广 Cz)dz< Fo) 一 Fa)， 

证 ”分 三 步 来 证 明 . 
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第 一 步 证 :E={zE[a, 拉 :D+ f(x) 之 D_ f(x)} 为 零 测度 集 . 首先 ,由 f 为 单 

调 增加 , 知 D' f(z) 宇 0,D- f(z) 宇 0. 以 Q' 记 正 有 理 数 集合 , 则 E 二 U EE,, 这 
WuEQ 
里 的 E,,, 记 集合 {XElLa,b]:D?' f(x) 之 wv 和 >D_ 了 (72)). 令 s==m*E,,, 则 对 于 任 
意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 开 集 G 必 E,, ,使 mG 二 s 十 e. 对 于 每 个 -EE,,CG, 存 在 hh 
0, 使 Li:==[xr 一 h,zjCG 且 f(z) 一 f(x 一 有) 二 vh. 易 见 ,满足 这 样 条 件 的 有 >0 可 
取得 足够 小 . 故 所 有 这 样 的 区 间 工 ,; 构 成 了 FE,., 的 Vitali 覆盖 . 由 Vitali 引 理 , 知 在 
上 述 区 间 族 {I,,} 中 存在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 帮 ,T.… ,1 ,使 
mr" (本 AN Up JR _ 
因而 ， 
m* (天 门 ( Uy ) >s—e, 

这 里 ,我 们 假定 . =[x,—h, vi | ? 1, = 《一 人 ,XT ) 9 l<n<N. 由 此 ， 


N N 
DEL) — fr mh) vO hh, vmG) vste). (6.5) 
n=] n=1 


对 于 每 个 y€E E,., 门 CUL"), 存 在 & 盖 0, 使 Je 一 [y,y 十 的 含 于 某 I 二 (zx, 
hoz) 内 ,有 E> 如 上 面 所 述 的 ,在 这 里 二 0 可 取得 足够 小 . 
再 由 Vitali 引 理 , 知 在 区 间 族 (J,.。} 中 ,存在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 J ,Js…,Jw， 
使 

Sh >m’ CE,sl) CUr, ))—e>s—2e; 


而 有 ,Cf tk) fy) ud Sh ) >us—2e). (6 

注意 :每 个 /, 含 于 某 了 中. 若 取 定 n,1 二 nN, 对 所 有 使 JCT 的 m 取 和 ， 
并 考虑 到 (J:m 二 1,2,… ,MM}) 是 互 不 相交 的 以 及 f 是 单调 增加 的 ,我 们 有 : 

ZLf ynt hn) fy) TEf rs)— fr hs). 
由 此 知 : 
BTf th ) fy IEELF) fr —h,)]. 

上 式 结合 (6. 5) 式 (6. 6) 式 有 :us 一 2e)<v(s 十 e). 因 >>0 可 任意 小 , 故 us<<vs. 但 
w>v, 故 必 一 0, 即 m* (E,,) 一 0. 由 此 可 知 :m* (E)=0. 
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第 二 步 证 :在 [a,6] 上 几乎 处 处 有 Dr+ f(x)==D; f(zx)=D f(x)=D_ f(z). 
今 g(x) 二 一 了 (一 zx), 则 g 是 定义 于 [一 5b, 一 a 上 的 单调 增加 孙 数 . 由 第 一 步 所 证 
知 ; 对 于 几乎 所 有 的 xELab], 有 Dig( 一 x) 二 D_g( 一 x). 易 验 证 :D' g( 一 zx) 二 
D f(x) 及 D_g( 一 zx) 二 Di f(z). 攻 对 于 几乎 所 有 的 xElLa,bj], 有 D f(z) 二 
D+} f(z). 由 第 一 步 知 :对 于 几乎 所 有 的 x, 有 D' f(x) 二 D_ f(x). 注意 到 :D_ f(z) 二 
D f(x) 和 Di f(x) 三 D* f(x) 总 是 成 立 的 . 结合 上 述 结果 ,我 们 知道 ,几乎 处 
处 有 

Dr+ f(x)<D f(D fr SD f(x)SDt fz). 

因而 ,f 在 [a,b6j 上 几乎 处 处 可 微 . 

第 三 步 证 : | 广 (z)dz < f(b) 一 f(a) .将 了/ 按 如 下 方式 开拓 为 [a, 十 ooJ 上 的 


单调 增加 函数 : 当 z>20 时 ,定义 f(z) 一 了 (6). 由 第 二 步 所 证 知 了 (x) 几乎 处 处 存 


F(t ft 
在 . 对 于 每 个 自然 数 ,定义 g, (z) 一 , 则 g, 为 非 负 可 测 且 几 乎 


n 


处 处 收敛 于 f(x). 由 Fatou 引 理 , 有 | readz 和 | limg, (zx) dzr 芝 
lim| g,(z)dz. 但 


| gr)dz = "| [f(z+ 二 )— Fa ]dz， 


nf fade fend] 
区 "fondz -pewar] 


= 六 一 可 cade 


a 
a 


i 
< DD 一 "| Frade 


= f(b) — f(a). 


At 
a 


故 | fC)dz < 7 — ay. 
注 6.1 即使 f 是 [a,b] 上 连续 的 单调 增加 函数 , 仍 有 可 能 使 定理 6.1.2 中 的 
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不 等 号 是 严格 的 , 即 ; | repdz fb — fay. 

例 6.1.1 一 个 [0,1] 上 的 单调 增加 函数 使 定理 6. 1. 2 中 的 不 等 号 是 严格 的 . 
设 P, 是 Cantor 完备 集 ,Go 二 [0,1] 狼 Po 是 Po 的 余 区 间 集 . 对 于 Po 的 余 区 间 集 作 
如 下 分 类 : 

第 1 类 由 1 个 区 间 ( 志 ,也 ) 组 成 ; 


第 2 类 由 2 个 区 间 ( 计 , 包 ), (也 ,9 ) 组 成 ; 


第 3 类 由 4 个 区 间 (25, 芳 ),( 节 ,六 ) (部 ,部 ) (和 ,各 ) 组 成 -… 

依次 类 推 ,一 般 地 第 n 类 由 2” '! 个 区 间 组 成 . 今 作 定义 于 Go。 上 的 函数 了 如 下 : 

在 第 1 类 的 1 个 区 间 上 , 即 当 zE ( 计 , 当 ) 时 ,f(z) 一方; 

在 第 2 类 的 2 个 区 间 上 , 当 ze (雪子 ) 时 ,f(z) 一 证 ; 当 zxE€ (本 ,号 ) 时 ， 
f(z)= 语 ; 


在 第 3 类 的 4 个 区 间 上 ,f(x) 依次 取 计 ,各 ,名 ,二 


一 般 地 ,在 第 nn 类 的 2 一 个 区 间 上 ,依次 取 记 ,部 ee 


这 样 ,f 在 Go 的 每 个 构成 区 间 上 取 常 数值 ,并 且 总 的 说 来 ,f 在 G。 上 是 一 个 
单调 增加 函数 . 在 P。 上 补充 f(x) 的 定义 如 下 :了 (0) 二 0,f(1) 二 1, 并 且 当 zo€ Po 
目 0 过 xo 过 1 时 ,定义 f(zxo) 二 sup{ f(x):XTEGo0,X 过 xo). 易 见 , f(x) 是 在 整个 闭 区 
间 [0,1] 上 有 定义 的 单调 增加 函数 . 我 们 还 可 以 证 明 :f 在 整个 [0,1] 上 连续 . 显然 ， 
f 在 G。 上 所 取 函 数值 的 集合 {f(zx):xEGo) 已 稠密 于 [0,1j. 若 xo€EL0,1] 使 了 在 
zo 处 不 连续 , 则 区 间 (f(xo 一 0),f 了 (xo)) 或 (f(zo),f(zo 十 0)) 不 交 {f(z):zEL0， 
11). 这 表明 {f(x) :xzEL0,1j}) 不 稠密 于 [0,1], 矛 盾 ! 这 样 ,我 们 就 证 明了 了 是 定 
义 于 [0,1] 上 的 单调 增加 连续 函数 . 此 外 ,在 Go。 中 每 一 点 xz, 了 f(z) 二 0. 故 了 (zx) 几 


乎 处 处 为 0. 现在 容易 看 到 : | .readz =0<=1= f(1)— f/f(0). 
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6.2 有 界 变 差 函数 


首先 约定 ,对 于 任意 实数 ,rt 二 max(r,0),r 一 max( 一 r,0). 易 见 ,|r| 一 rT 
十 r 及 7 二 ri 一 rr, 设 了 为 定义 于 区 间 [a,b6] 上 的 实 值 函 数 , 4 二 zo 过 XX1 < <Tr 
一 0 称 为 [a,b] 的 一 个 分 割 , 记 作 r. 对 应 于 三 及 上 述 分 割 r, 我 们 可 作出 下 述 量 : 


P(A= BL rn)— fa ae 
N:P= EL) fz) : 


TCF) = 站 1F(z) 一 Fr- ) |. 
显然 ,T.( 有 二 P.(/) 十 N,( 放 . 令 : 
P( 有 二 sup{P,( 让 :zt 为 [a,6b]| 的 分 割 }， 
NN( 让 二 sup{N,(f):t 为 [a,bj] 的 分 割 }， 
TI( 有 二 sup{T.( 有 :zc 为 [a,b 的 分 割 }. 
容易 看 到 :max(P(fD, NASTINEP A +N CN. 
定义 6.2.1 分 别称 (有 ,Ns( 让 ,了 ( 放 为 了 在 La,65] 上 的 正 变 差 \ 负 变 差 
和 全 变 差 . 若 T(f) 二 2, 则 称 f 是 [a,b5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 记 作 f€ BV[La,b]. 
例 6.2.1 单调 函数 是 有 界 变 差 的 . 
证 记 f(z) 为 [a,b] 上 的 单调 函数 , 则 对 于 La,5b] 的 任 一 分 割 rz, 有 T.(/) 王 
1f(0) 一 fq) 1. 由 此 知 :T=|f() 一 f(@)|<oo. 
容易 看 到 :对 于 [a,6]j 上 两 个 实 值 函数 f,g 及 常数 c 有 
Tf ta ET NTT a), Tf)= 1 TN. 
由 此 可 知 :BVfta ,Oo 是 一 个 线性 空间 . 
命题 6.2.1 若 fEBVLa,61, 则 了 必 在 La,b] 上 有 界 . 
证 对 于 任意 xzE [a,bj, 显 然 | f(z) 一 f(Q) | 三 (有 二 吕 . 故 | f(z)| 志 
ACSN AACS A RAC A 
引 理 6.2.2 对 于 任意 cELa,bj], 有 TV) 二 TCD 十 T( 几 . 
证 任 取 [a,cj 的 分 割 忆 及 [ec,0] 的 分 割 .将 和 zz 的 分 点 合 在 一 起 可 构成 
[a,0] 的 一 个 分 割 r 显然 ,有 TT, (让 十 T, (有) 二 T.( 有 ) 祈 TY( 了 ). 从 而 得 
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CPPSTLCA (6.7) 
另 一 方面 , 任 取 [La ,Oo 的 一 个 分 割 r. 由 于 分 制 与 决定 该 分 割 的 分 点 一 zo<zi 
二 < 是 1 一 1 对 应 的 ,故我 们 也 可 将 分 割 = 看 成 是 由 分 点 构成 的 集合 . 按 
照 这 样 的 理解 ,rU {ec} 二 仍 为 La, 四 的 一 个 分 制 , 并 且 T,( 有 和 Ti.(). 令 n= 二 {r 
ET :rscelo=(zEr :7 宇 0), 则 妈 和 二 分 别 是 [a,cj 和 [ce,5] 的 分 割 . 这 时 有 
TONETAN=T, CATT NETD+TDN. 
从 而 得 (让 志 TT ( 则 十 了 (有 ,上 式 结合 (6.7) 式 有 :TG 由 二 Ts( 几 十 Te( 几 . 
引 理 6.2.3 若 fEBV[a.6], 则 TY( 有 =P( 有 +Ni(f) ff) f(a)= 
Pf)— Na):; 
证 ”对 于 [a.] 的 任 一 分 割 zr:.05 一 a 过 x 之 zy 过 … 过 zx, 一 b, 有 
PP—NAD= HL Fa) — flr Dt fl) — Fr] 


= 忆 CFCz) 一 Fa 1))=f(0)— f(a). 
故 N,( 记 十 /一 f(a)=P.( 有 过 P( 有 .由 此 知 
NA+fD— WSP: NR). (6. 8) 
对 于 任意 e 之 0, 存 在 [a,0] 的 一 个 分 割 ,使 PI( 有 一 e<<P. (由), 即 Pi(f) 一 e 
三 Ne (有 十 f(D) 一 f(a). 由 此 又 有 P 忆 (有) 一 e 过 Ne( 则 十 f(b) 一 f(a). 故 
PDEN (N+)— fa). (6.9) 
结合 (6.8)、(6.9) 式 有 :P( 有 = 二 Ns (由 十 f(0) 一 fa), 即 f(6) 一 f(a)= 
已 ( 门 一 六 (C 门 .又 ,对 于 [ao 的 任 一 分 割 r ,有 : 
T.(f)=P,(A FN, =2P,.6f)—[f0)— fa)1. 
由 此 容易 证 明 :;: 了 (有 ==2P( 有 一 [f(D) 一 f(a)] 二 P( 有 十 Ns(f). 
定理 6.2.4 定义 于 [La.b] 上 的 实 值 函数 f 为 有 界 变 差 的 充分 必要 条 件 是 :了 
为 两 个 单调 增加 函数 之 差 . 
证 ”充分 性 . 设 /二 g 一 h, 这 里 ,g,h 为 La,b] 上 两 个 单调 增加 的 实 值 函 数 . 对 于 


[a 的 任 一 分 割 rr: 二 a 过 zx 过 zw 过 … 过 x, 二 6, 我 们 有 > | A = fm) | 


nn 


DP [gi) —g r+ OC) hi) = (0) — ga) th) — h(a). H 此 可 
| 1 一 1 


HEA ZE — ga) th(b) — hla) <. 
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必要 性 . 设 f 为 有 界 变 差 函 数 . 令 g(z)= 二 P(f),h(zx) 二 Ni( 有 .由 引 理 
6. 2.2 和 引 理 6. 2. 3 知 :0 委 g(z) 扫 让 (放逐 性 (六 <co,0 委 Ar) 扫 让 (六 去 
TE( 有 二 00, 目 易 见 g(x) 和 h(x) 为 La,b] 上 单调 增加 的 实 值 函数 . 再 由 引 理 6. 2. 3， 
知 f(z)—f(a)=P(A— NI(f=g(r)—h(r),Bm f(x)=g(r)— (h(xz) 
f(a)). 今 g(z),h(z) 一 f(a) 为 单调 增加 的 实 值 函 数 ;又 ,f 已 表示 为 它们 的 差 , 故 
必要 性 证 毕 . 

推论 6.2.5 若 f 为 La,bj 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 了 在 La,5j 上 几乎 处 处 可 微 ， 
feLta ta| If (0 1 dr < TN. 

证 由 定理 6.2.4 和 定理 6.1.2 可 知 在 [a,5] 上 几乎 处 处 可 微 且 广 E 
LLa,b]. 又 ,由 定理 6. 2. 4 的 证 明知 f(z) 二 g(x) 一 (h(z) 一 f(a)), 这 里 ,g (x) 二 
Pi(),h(r) 二 Ni( 有 ).- 故 了 (7z) 二 g(x) 一 h(x). 注意 ,g(x),h (x) 非 负 ,并 应 用 
定理 6. 1. 2 和 引 理 6. 2.3, 有 : 

[rw a=| le wr dr<| edt {de 


gb)— ga)t+hb) 一 请 Ca) = P(A +N (NN) 
= Tf. 
我 们 已 见 到 有 界 变 差 函 数 为 几乎 处 处 可 微 的 ,但 是 在 闭 区 间 [a,5] 上 处 处 可 微 
的 函数 未 必 为 有 界 变 差 的 . 
例 6.2.2 一 个 在 有 界 闭 区 间 上 处 处 可 微 但 不 是 有 界 变 差 的 函数 . 
设 f(z)=zx cos zi, 当 0<z<1 时 ; f(x) 二 0, 当 x 二 0 时 . 


见 ,f 不 但 在 L0,1] 上 连续 ,而 且 在 L0,1] 上 处 处 可 微 (在 区 间 端 点 , 按 单 侧 可 
微 定义 ), 对 于 每 个 自然 数 n, 作 [0,1j 的 一 个 分 割 ,: 


1 1 
< 


对 应 于 此 分 割 ,我 们 有 变 差 : 


<] 和 


0 一 


ER te 


en 刊 证 总 二) 


+|7 南 -7 人 者 |+| mo- 人 | 
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由 此 可 知 :TG(f) 二 oo. 即 了 不 是 有 界 变 差 的 . 

例 6.2.3 设 f 是 定义 于 [a.,6] 上 的 可 微 函数 且 对 于 任意 z€ [a,b], | 了 (zx)| 
三 L(L 为 常数 ), 则 f 必 为 有 界 变 差 的 . 

证 ” 任 作 [ao 的 分 割 zc:4 二 zz 过 xz 过 x 过 … 过 zx, 二 6b. 由 微分 中 值 定理 , 知 对 
于 每 个 i=1,2,…,n,; 有 6&6Elzriiszi) 使 f(x) 一 f(x i) 二 fF(&) (zi 一 zx; 1). 如 
此 有 ， 


TC =» [f(z)— f(x)|= SFE) | Ne )=L(b—a). 


由 此 可 知 : T(EL(G0—a)<o0, 


6.3 不 定 积 分 的 微分 


设 /EL[a,bj], 如 同 在 数学 分 析 中 一 样 ,利用 变 上 限 的 定 积分 (所 不 同 的 是 这 里 
是 指 Lebesgue 积分 ) 可 以 定义 [a,b] 上 的 一 个 新 函数 F(X) 一 | fd ELa.p|. 称 


下 为 了 的 不 定 积分 . 自然 地 ,我 们 要 问 :是 否 仍 有 让 一 下 | f(D 一 f(x)? 由 于 几 


乎 处 处 相等 的 两 个 函数 ,其 Lebesgue 积分 总 是 相等 的 , 故 问题 的 正确 提 法 应 是 : 
让 (x) 二 f(x) 是 否 几 乎 处 处 成 立 ? 我 们 的 回答 是 肯定 的 . 我 们 将 给 出 本 章 一 开始 所 提 
及 的 结论 了 的 证 明 . 

引 理 6.3.1 设 fEL[a,6], 则 F(x) = [fa 是 [4,6] 上 连续 的 有 界 变 差 


函数 , 且 Te(F) | | 无 万 | i. 

证 F(z) 的 连续 性 可 由 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 推 得 . 设 4 二 zx 二 zi 过 
二 …<<z, 王 b 是 [a, 如 的 任 一 个 分 割 , 则 
SY | Posy — plead |= 下 Fod|< >| | fo 1d | | f(D | di. 
te i=] Til i=1™ Xi-4 a 


由 此 可 知 ， 
TP EEN) | dc. (6. 10) 


故 下 为 有 界 变 差 的 . 
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以 下 我 们 证 :TY (二 | 了 (0) de 由 于 已 有 (6.10) 式 ,故我 们 只 需 证 明 : 
| | Fey | ee TERY: (6. 11) 


先 设 f 为 La,bj 上 的 连续 函数 .这 时 Gi 二 (f(a,),Gs==(f 二 0) 1(a,0) 
为 两 个 开 集 . 设 { (ah ,Db,) }enFl{ Cec,» d, )} )wen 分 别 是 Gn 和 CO 的 构成 区 间 . 由 积分 


的 可 数 可 加 性 知 : 
下 | Fe) | dz = 上 |。 Hod 二 |。 [一 A ei = 3 fl di >|" [一 fC) dz 


n=] 


= lim[ > | F(b;) — Fa) + > | Fld) —Fle) | < TP). 


Wo 


即 , 当 f 连续 时 , (6. 11) 式 成 立 . 
对 于 一 般 可 积 函 数 矿 , 任 取 s 盖 0, 则 存在 连续 函数 g 使 


b 
| | f(D)— g(t) | di<e. 《6. 12) 


今 h=/ 一 g, 并 设 H(z)= | hdi,G) 一 | god , 则 FCz) 一 GOz) 十 
HH(z),.xE€E[a,b1. 利 用 (6.10) 式 、(6.12) 式 及 已 证 明 的 (6. 11) 式 对 于 连续 函数 成 
立 的 结论 ,我 们 有 : 
pb b 
| Ap ge<| go a= BONDTRID STE)+ 


“0 
| | ta | di < THCEY) He. 


因 e2>0 可 任意 小 , 故 人 | fd < TD. 
由 于 有 界 变 差 函 数 是 几乎 处 处 可 微 的 ,故我 们 有 下 述 推论 ，; 
推论 6.3.2 设 fEL[a; 加 , 则 Fz) 二 | (Dd 在 [a 如 上 几乎 处 处 可 微 


引 理 6.3.3 设 g€EL[a,b],G(7) 一 | ga .TELa,p|, 则 
b : 6 
| | G (xz) lar<| | g(1) | di. 


证 SG(z)= | gt di, GD = |g d ; 则 Gi《z) ,Gz) 均 为 La,5j] 上 的 单 


调 增 加 函数 . 由 定理 6.1.2 知 : 
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"ph by 
| Re ed es | Go Caddie Goll — Gatay, 


易 见 ,在 La.5j 上 几乎 处 处 有 : 
[IG C(x)|=|G1 C7) mG 7) ||IG (7) |+ G(x)|=0" (7)+G’, (xz). 
故 : 


b b b 
| [Gez) | dz 区 | 6， Czdz 十 | Gs 6 
人 
b | b 
| di+|g- dt 
bh 
=| lglu. 
定理 .3.4 设 fEL[a,8],Flz)= [fa , 则 几乎 处 处 有 :F(x) 二 fx). 
b 
证 对 于 任意 6>0, 存 在 连续 函数 及 使 | | /一 h| dz 过 e ( 见 定理 5.5.2). 令 
H(zx)= | ha , 则 由 数学 分 析 知 : 昌 ' (xz) 二 h(r),zE[La,b]. 在 引 理 6.3.3 中 ， 
邻 G(r)= 二 F(z) 一 日 (x), 则 我 们 有 : 
人 7 4 / 7 4 
[iF flagT IF -HIdt| -Aldz 
b 在 
=| | (F—H) lazr+| T= 
b b 
本 | | = dz 十 | 让 


< 


因 e>0 可 任意 小 , 故 | | FF 一 了 | dz = 0. 由 此 知 几 乎 处 处 有 :FCz) 一 7Cz). 


例 6.3.1 设 /ELLa,b]. 若 对 于 任意 cE[as0], 有 | f(x)dr 一 0 , 则 几乎 处 
处 有 : f(x) 二 0. 

证 令 F(z) 一 | /CDdi. 由 假设 条 件 知 F(z) 二 0, 故 F(x) 二 0. 由 定理 
6.3.4 知 :在 [a,]J 上 几乎 处 处 有 F(z) 二 f(z). 即 f(x) 二 0 几乎 处 处 成 立 . 
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6.4 绝对 连续 函数 


在 数学 分 析 中 ,我 们 知道 : 若 定义 于 [a,O 站 上 的 实 值 函 数 f(x) 使 F(z) 处 处 存 
在 , 且 了 ECLa,b], 则 有 Fz) 一 Fa) 王 | fa GE [a,b]. 这 个 结果 常 称 为 


Newton 一 Leibniz 公式 ,也 称 为 微 积分 基本 定理 . 本 节 我 们 要 在 Lebesgue 积分 的 
框架 下 来 推广 这 一 基本 结果 . 即 我 们 要 找 出 这 样 一 类 实 值 函 数 f(z), 它 具有 如 下 


性 质 : f(x) 几乎 处 处 存在 ,了 EL[a,b] 且 f(x) 一 f(a) 王 [fa = 


首先 ,由 引 理 6. 3.1, 我 们 注意 到 这 样 的 函数 f 必 是 [a,b] 上 连续 的 有 界 变 差 
函数 . 但 是 ,由 例 6. 1. 1 又 知 存在 La,b] 上 连续 的 单调 增加 函数 帮 当 然 是 有 界 变 差 


函数 ), 使 | (dt 之 f(6) 一 f(a) . 由 此 可 见 ,我 们 要 找 的 函数 类 必 是 连续 有 界 变 
差 函 数 类 的 真子 类 . 

其 次 ,如 果实 值 函 数 fCz) 具 有 所 要 求 的 性 质 , 即 f(z) 一 fa) 十 | f(Ddi ,zx 
E[a,0j, 这 里 ,f EL[La,b]. 由 积分 的 绝对 连续 性 , 知 对 于 任意 s>0, 存 在 60, 使 
对 于 [a, 人 的 任何 可 测 子 集 6, 只 要 m(e)<8, 就 有 | | (7) | dr 过 .特别 地 ,对 于 


[as 四 中 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a;,6.) ,i 一 1,2,…,n, 只 要 站 (bi 一 a;)<6, 便 有 
mn 好 bh 5 n b; 
>，| FoD) 一 Fai) |= >) | * War|< 到 | | f(z) | dzr = 
i=1 i=1 这 i=]1™ 


| | f(x) |dr = e. 
:i 


这 一 观察 结果 使 我 们 引入 下 述 定义 : 
定义 6.4.1 设 Fz) 是 [ea, 所 上 的 实 值 函 数 . 若 对 于 任意 e 记 0, 存 在 65>0, 使 
当 [a,bj 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a;,b;) (i 二 1,2， …, 攻 ) 满 是 (4 —a;)<8 


时 , 必 有 |/(6) 一 f(a)|<e, 则 称 7z) 是 [a, 妇 上 的 绝对 连续 函数 

本 节 我 们 将 证 明 绝对 连续 函数 类 就 是 我 们 所 要 找 的 在 Lebesgue 积分 意义 下 
使 Newton 一 Leibniz 公式 成 立 的 最 大 函数 类 . 容易 验证 : 若 /,g 为 [a, 四 上 的 绝对 
连续 函数 ,c 为 实 常数 , 则 /十 g 和 cf 也 为 [a, 拉 上 的 约 对 连续 函数 . 显然 ,绝对 连 
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续 函 数 必 为 连续 函数 . 此 外 ,我 们 还 有 : 

引 理 6.4.1 阁 f 为 La,51 上 的 绝对 连续 函数 , 则 三 必 为 有 界 变 差 的 . 

证 在 绝对 连续 函数 的 定义 中 取 :二 1, 则 存在 S>0 ,使 当 [a ,Oo 中 任何 有 限 个 
互 不 相交 的 开 区 间 (a,6) 0 二 1,2,…,n) 满足 (6 一 a,)<6 时 , 必 有 


SIF) -flad) lL. 

今 设 Ch es he ik ee 是 [a,0] 的 一 个 分 割 , 满足 | 
<i<N. 则 对 于 每 个 ,有 T5 ，(/)<1. 因而 由 引 理 6. 2. 2, 知 开 ( 记 一 立 13 (7) 
三 NN. 故 f 是 有 界 变 差 的 . 

推论 6.4.2 车 f(x) 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 (x) 在 [a,5] 上 几乎 处 
处 存在 且 f ELla,bl. 

证 由 引 理 6. 4. 1 及 推论 6. 2. 5 可 立 得 

下 述 引 理 可 由 积分 的 绝对 连续 性 直接 推出 . 

引 理 6.4.3 车 /EL[a, 四 ,F(z) 定义 为 | fDi ,xE[as 打 , 则 下 是 [as6] 
上 的 绝对 连续 吨 数 ， 

引 理 6.4.4 设 f(x) 为 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 旦 f(x) 二 0 几乎 处 处 成 立 . 
则 f(z) 为 常数 . 

证 ”对 于 任意 s>0, 存 在 9>0, 使 对 于 La,o 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 


(0 一 12，msD, 只 要 忆 ( 一 a)<3, 就 有 袜 | CD) 一 fa)1<e 令 E 一 {z 


E(ab) :f(z)=0), 则 由 假设 有 mE=b 一 a. 令 T={[x,z 二 hjC(ab):7EE,h> 
0 使 | f(x 十 有 ) 一 f(x) | 过 eh). 显然 区 间 族 械 按 Vitali 意义 履 盖 FE. 由 Vitali 引 理 
( 即 引 理 6. 1. 1) 知 :P 中 存在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 I 二 [x;,zi 十 hi jj(1 坟 i 过 0)， 


使 m([a,6]\UTL)=m(E\U1)<6. 不妨 设 
(ts A ee ee ee etl ea oe Ra 
于 是 下 列 有 限 个 区 间 ; (a ,x1) ,zi 十 有 Xa) ,zz 十 hha) (Zz 十 h,,0) 的 长 度 
总 和 小 于 6. 玲 |f(x) 一 fC@) | 十 | fr) 一 fz 十 hi) | 十 … 二 | 00) 一 了 (zs 十 h,)| 
<e. (6. 13) 
另 一 方面 ,由 了 工 的 定义 知 : 
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SICm Td— fC |<eShSelb—a). (6. 14) 

利用 关于 绝对 值 的 三 角 不 等 式 及 (6.13) 和 (6.14) 式 ,有 |f(6) 一 f(a) | 过 e 十 e(0 一 
a). 由 8 的 任意 性 , 知 1(5)= 二 f(a). 将 5 代 之 以 TE[La,6b], 并 注意 到 在 La,5j 上 绝对 
连续 的 函数 在 [a,xj]j 上 也 为 绝对 连续 的 , 按 上 述 推论 我 们 又 有 f(x) 二 f(a), 即 
了 f(z) 为 常数 . 

注 6.2 由 上 述 引 理 可 知 例 6. 1. 1 中 的 函数 不 是 绝对 连续 的 . 

定理 6.4.5 设 f(z) 为 定义 于 La,b] 上 的 实 值 了 水 数 , 则 f(x) 为 绝对 连续 函数 当 
是 仅 当 :六 (zx) 几乎 处 处 存在 ,f ELla,b] 且 f(x) 二 f(a) 十 | faz € [a,b]. 

证 (1) 车 [a,0] 上 的 实 值 函 数 f(z) 使 (zx) 几乎 处 处 存在 ,EL[a,6] 且 
(amD 一 Co) 十 | dr E [a,6] , 则 由 引 理 6. 4. 3, 知 f(x) 是 [a,6] 上 的 绝对 


(2) 反之 , 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 . 则 由 推论 6.4. 2, 知 广 (z) 在 


[a,6] 上 几乎 处 处 存在 且 EL[ay6]. 令 g(x)=f(a) 十 | yd set dl, 


由 引 理 6.4.3, 知 g(x) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 由 不 定 积 分 的 求 导 公 式 ( 即 
定理 6. 3.4) 有 :g (x) 二 (zx) 几乎 处 处 成 立 . 注意 到 f(z) 一 g(x) 也 为 La,bj 上 的 
绝对 连续 函数 , 且 [ f(x) 一 g(x)] 二 了 六 (x) 一 g(x) 二 六 (7X) 一 (xz) 二 0 几乎 处 处 
成 立 . 由 引 理 6. 4. 4, 知 f(x) 一 g(x) 为 常数 . 故 f(x) 一 g(x) 二 f(a) 一 g(a) 二 f(a) 
一 了 f(a) 二 0,xE[a,6j. 由 此 可 知 : f(z) 二 g(x)=f(a) 二 jf (Ddt,r€ELa,b]. 

至 此 ,我们 已 完成 了 本 章 开 始 时 所 指出 的 基本 结论 开 “的 证 明 . 

例 6.4.1 设 f 在 [a,5] 上 绝对 连续 ,有 目 f(x) 这 0,a.e. 于 [a,0j, 则 f(z) 为 
La,5j 上 的 增 函 数 . 

证 任 取 ,zsELa,bj], 妈 过 zz. 因为 在 La,6] 上 为 绝对 连续 的 ,由 定理 
6. 4.5, 有 


fad fd) = (F084 FW) (F080+) fF OW)=) fd. 


因 六 C2) 庆 0wa, 6, 于 [z, 亲 , 故 | fa 渤 0 ,如 此 有 f(zxs) 宕 f(z). 
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6.5 例题 选 讲 


例 6.5.1 设 函 数 f:(0,c0) 一 (0,co) 为 单调 增加 函数 ,满足 lim f(z)=0 加 


为 次 可 加 的 , 即 对 于 任意 x,yE (0,co0), 有 f(z 十 y) 声 f(z) 十 f(y), 则 了 在 (0,o2) 
上 处 处 连续 . 
证 任 取 zE(0,co), 对 于 Az> 0, 有 
7zo) 委 zxzo 十 Az) 委 zzo) 十 FAz). 
当 Az 01 时 ,f(Az) 一 0. 故 lim f(zo 十 Az) 二 f(xo). 


Ar>0) 
又 ,对 于 AZ 二 0 且 使 38 一 公 环 E(0,co) 者 ,有 
Fi) 一 AZ 一 Az) 委 Fazo). 
0 Ax—0 时 , f(Azx)—0. 故 lim f(xo 一 = f(xo 记 综 上 所 述 ， 知 H limf Cxo 十 
Ar=*0 0 


Az) 二 f(zo), 即 f 在 zo 处 连续 .由 zz, 的 任意 性 , 知 了 在 (0,cc) 上 处 处 连续 . 

例 6.5.2 设 f(x) 为 [a,6j 上 的 单调 增加 函数 ,其 值 域 {f(x):zELa,5b1) 笛 
密 于 [了 (Q) ,了 005)j, 则 f(z) 为 La,b] 上 的 连续 函数 . 

证 车 f(x) 在 zo 处 不 连续 , 则 有 f(zxo 一 0) 二 f(zo 十 0)( 当 zo 二 a 时 , 取 
f(zo 一 0) 为 f(a); 当 =5 时 , 取 f(xo 十 0) 为 (5)). 由 f(x) 为 单调 增加 , 知 
f(x) 不 取 开 区 间 (f(zo 一 0) ,f(zo 十 0)) 中 的 任何 值 . 又 , (fCxo 一 0), f(xo 十 0)) CC 
[f(a),f(5)] 为 非 空 开 集 ,此 矛盾 于 假设 {f(x) :zxE[La,6]} 稠密 于 [f(a) ,f(b)]. 

例 6.5.3 [a,6] 上 的 函数 f(z) 为 有 界 变 差 的 充分 必要 条 件 是 存在 单调 增加 
函数 g(x) ,使 当 zzE[La,bz>z 时 ,有 Faz) 一 Fazi) 魏 p(zz) 一 PCzl). 

证 若 f(zx) 为 有 界 变 差 的 , 则 对 于 任意 刀 二 zi, 有 za) 一 ziD) 委 了 有人 ( 门 
三 TY (六 一 人 ( 访 . 令 pz) 一 让 (六 , 则 g(x) 为 单调 增加 的 , 且 f(x2) 一 了 f(z) 过 
p(x) — p(x1). 

反之 , 若 存在 单调 增加 函数 g(x), 使 对 于 任意 zsy 记 zi, 有 f(x2) 一 了 (zi1) 二 
g(r2) 一 p(T1), 令 本 (X) 二 p(Xz) 一 f(z), 则 当 zs 之 x 时 ,有 
更 (za) 一 更 (2 一 op(Cz) 一 zs) 一 [Lp(Czi) 一 zz) 一 p(z) 一 pCz) 一 LFCzs) 一 
8 三 0. 即 ,更 (z) 也 为 单调 增加 的 . 如 此 ,了 f(z) 二 g(x) 一 W(x) 为 两 个 单调 增 
加 函数 之 差 , 故 f(x) 为 有 界 变 差 的 . 
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例 6.5.4 设 {f,) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 序 列 ,{f} 在 La,5] 上 收敛 于 一 
个 取 有 限 值 的 函数 f. 若 存在 常数 M>0, 使 TC(f,) 二 Mn 二 1,2,…), 则 了 也 为 有 
界 变 差 的 . 

证 在 [a,b] 上 任 取 一 组 分 点 a 二 zo 过 zj 过 x 过 … 过 zi 一 5b, 则 对 于 每 个 n, 有 

DACRE A A 
由 于 limf(7)=f(7), VxELa,0j, 故 
S12D—f a) =limg 1) — f(r) SM. 

因 上 述 [a, 四 的 一 组 分 点 是 任意 取 的 , 故 TA( 有 过 M, 即 f 在 La,6] 上 为 有 界 变 
差 的 . 

例 6.5.5 有 界 变 差 函数 序列 的 一 致 收敛 的 极限 函数 是 否 一 定 为 有 界 变 
差 的 ? 

解 ” 未必. 比如 ,我 们 在 区 间 [0,1j 上 定义 如 下 的 函数 序列 {f(x)}: 对 于 每 个 


自然 数 n, 当 0<z< 时 ,定义 f(z) 二 0; 当 二 <z<1 时 ,定义 f(x) 二 xz sin 二 


易 见 , 对 于 每 个 情态 在 | 0, 二 | 和 | 二 ,1 | 上 都 是 有 界 变 差 丙 数 . 因而 , 它 在 [0,1] 
上 也 是 有 界 变 差 数 . 容易 验证 { 广 (z)} 在 [0,1] 上 一 致 地 收敛 于 函数 /(z). 这 
里 , 当 x 二 0 时 , f(x) 一 0; 当 0 二 x 二] 时 , f(x) 二 xsin 2 然而 ,不 难 证 明 f(x) 在 


[0,1] 上 并 不 是 有 界 变 差 的 . 事实 上 ,对 于 每 个 几 对 [0,1] 作 分 制 :0 二 二 一 


2 


2 - 和 i 多 
应 于 上 上 述 人 外 抽 ws 有 了 《站 二 二 = 二 


rr es i GD 


即 ,T6( 放 二 oo. 故 f 不 是 有 界 变 差 的 . 
例 6.5.6 证 明 : 车 了 f(z) 为 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 | f(z)| 也 为 La,b] 上 
”的 有 界 变 差 函数 ,但 逆 命 题 不 成 立 . 
证 ”对 于 [La ,Oo 的 任 一 个 分 划 : 
4 一 Z0< ZI< <…<< 一 0， 


易 见 ,Sf Cx) 1 一 |f Ca) 1 SS -frm) ST + 


6 微分 与 不 定 积分 » 181 ， 


TD) 和 TC) 过 二 oo, 即 |f(z)| 为 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 关于 逆 命题 不 成 
立 ,可 作 函 数 f(x) 如 下 : 当 x 为 无 理 数 时 , f(x) 一 1; 当 zx 为 有 理 数 时 ,f(z) = 
1. 则 | f(z) | 二 1, 当然 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 但 f(x) 显然 不 是 [a,6] 上 的 有 
界 变 差 函数 . 

例 6.5.7 设 三 在 [e, 妇 上 满足 Lipschitz 条 件 (比如 了 在 [a, 妇 上 可 微 且 导 函 
数 六 有 界 ,就 能 满足 这 样 的 条 件 ) :存在 常数 M>>0 使 |f(z) 一 f(y) 1<M|z 一 y|， 
Yrz,yELa,0j], 则 f 为 绝对 连续 的 ,当然 f 也 为 有 界 变 差 的 . 


证 ”对 于 任意 s 盖 0, 取 6 一 厅 寺 [ 盖 0, 则 对 于 [a, 纪 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 


区 间 (4i6) Gi 二 1,2,…,) ,车 光 (bi 一 4)<6, 则 


虹 _ 人 一 也 ee a 型 = E 
If fla) lMIb ci | M2 lb a; |=MS MYTI<e 


故 f 为 绝对 连续 的 . 

例 6.5.8 设 f 是 [a,b] 上 一 个 有 限 实 值 函数 , 则 下 述 两 命题 等 价 : 

(1) f 在 [a,b] 上 满足 Lipschitz 条 件 ; 

(2) f 是 [a,bj 上 某 个 有 界 可 积 函 数 的 不 定 积分 . 

证 (1)=>(2): 若 /在 [a,b] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 由 例 6. 5.7 知 了 为 绝对 
连续 的 . 又 由 定理 6.4.5 知 f(z) 几 乎 处 处 存在 ,EL[a,6] 且 f(z) 二 f(a) 十 
jf (Ddt,rE€ELa,b]. 对 于 任意 的 zx,zx:€ELa,bj, 有 


[rou|=| fli) fm) EL | B= | 
zi 


这 里 ,L 为 Lipschitz 常数 . 由 此 可 知 | 了 (x)| 声 L,a.e. 于 [a,bj]. 作 [a,6] 上 的 函数 
g 如 下 : 当 | 了 (zz)|<L 时 ,g(z) 二 (zx); 当 | 广 (x) | 之 L 时 ,g(x)==L. 则 8g 是 [a， 
b] 上 的 有 界 可 积 函 数 且 g(x) 二 (x),a.e. 于 [a,b1]. 显然 我 们 有 


fl2) = fad + fa = 十 | ga. 


(2) 二 (1); 按 假设 ,可 写 f(z) =| sd+C ,其 中 C 为 常数 ,g(7) 为 [a,5j 上 的 有 
界 可 积 函 数 . 设 |g(Cz) | 二 L,xrELa ,b]. 任 取 X12 E[La,o], 不 妨 设 TI<T2 , 则 


Wo gy [gwa 一 | ga [swal<T Eat | 站 安 上 
a a Tl I] 


| zs 一 x | . 即 牛 在 [a,bj 上 满足 Lipschitz 条 件 . 
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例 6.5.9 在 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 是 否 一 定 为 Lipschitz 的 ? 
解 未必. 比如 ,考虑 [0,1] 上 的 函数 f(x) 二 Vx. 易 见 ,Vz 二 2 ,所 [0， 
11. 而 g(D 一 5 在 [0,1] 上 是 Lebesgue 可 积 的 , 故 由 定理 6.4.5 知 f(z) 二 Vz 在 


企 一 =. 由 此 


[0,1] 上 是 绝对 连续 的 . 另 一 方面 ,注意 到 lim -人 二 = lim 
易 见 ,不 存在 M>>0, 使 对 于 任意 X12 E10,1j], 有 | 内 ii 一 Vzs| 雪 MI|zi 2 | . 即 
f(z)= 二 Vz 不 是 Lipschitz 的 . 

例 6.5.10 设 [La,b] 上 定义 的 函数 f(x) 满足 :对 于 任意 e 二 0, 存 在 6 二 0, 使 
当 [a,6b]| 的 任意 有 限 个 子 区 间 {(a;,6;):i 二 1,2,…,n} 的 总 长 度 小 于 6 时 ,有 
> | 06) 一 fan) | 之 e. 则 f(z) 必 满足 Lipschitz 条件 . 
i=1 

证 ” 任 取 定 es 六 0, 则 存在 6 二 0 满足 假设 条 件 . 取 定 0 二 6 <6. 对 于 任意 x E 
a,b) ,存在 自然 数 ,使 当 n 宇 m 时 ,有 zt 二 b. 对 于 每 个 4 之 no, 构 造 区 间 组 


py 


Y 
n 


k=1 2, ,Nn 


{arob2) k=1,2,…,n} 如 下 ;ai 二 ,bi 二 x 十 


于 是 史 (b& 一 0) 一 n 人 一 8 << 8 故 有 家 17) 一 和 Ca) |= 


好 


oh 
渤 尼 BT | 二 高 ,对 于 任意 "mm 成 立 . 令 


Hz 十 他 ) ="# 


n>o0, 可 知 了 在 zx 处 至 少 有 一 个 Dini 导出 数 满足 |Df(x)|<. 车 f 在 zx 处 可 
微 , 则 了 六 (z) 二 Df(z). 另 一 方面 ,由 假设 可 知 广 必 为 绝对 连续 的 , 故 /(x) 几乎 处 
外 站 起 EL, 51 A = f(ay +| fa. 注意 , 当 f(x) 存在 时 ,有 


< 
一 


If (zx) |<y: 因而 对 于 任意 xz1,xzELa.b], 有 |f(zx2) 一 f(x1)|= roou 


家 [zz 一 xz |. 即 f(z) 满足 Lipschitz 条 件 . 

注 6.3 由 上 例 及 例 6.5.9 知 上 例 的 条 件 严格 强 于 绝对 连续 函数 的 条 件 . 也 
即 , 在 绝对 连续 函数 的 定义 中 ,不 能 将 {(a; ,0;)) 两 两 不 交 的 条 件 去 掉 . 

有 时 候 , 我 们 也 会 考虑 a 阶 Lipschitz 条 件 (a 记 0). 称 f 在 [a,0] 上 满足 a 阶 


6 微分 与 不 定 积分 。 133 。 


Lipschitz 条 件 , 若 存在 常数 M>>0, 使 对 于 任意 x1,x;€E[a,b]j, 有 |f(zxi) 一 f(zi)| 
<M|z—xl" 
例 6.5.11 一 个 不 满足 任何 阶 Lipschitz 条 件 的 有 界 变 差 函 数 . 


解 作 一 个 [0， 过 ] 上 的 函数 如 下 : 当 zE ( 0， 本 | 时 , f(x) 


lInz 


; 当 r=0 


时 ,f(z) 二 0. 则 了 是 [0, 记 | 上 单调 增加 的 连续 函数 ,因而 为 有 界 变 差 的 . 以 下 证 


明 : 对 于 任意 a 记 0, 了 不 满足 a 阶 Lipschitz 条 件 . 先 设 0 二 a 二 1. 由 于 
Jim [= fi —1/lnzx 
和 |z—0|° T° 


= “J 元 -一 Ge) 


pe ER 本 Dealaa 可 休克 于 1 乱 ， 轩 的 Lisa 


tz 条件, 则 容易 证 明 f 为 常数 ,此 矛盾 于 假设 . 

注 6.4 〈 见 那 汤 松 著 ; 徐 瑞 云 译 . 实 变 函 数论 (上 册 ). 北京 :人 民 教育 出 版 社 ， 
1958. 271 一 272) 在 绝对 连续 函数 的 定义 中 ,有 限 个 互 不 相交 的 区 间 { 

))i=n 也 可 改 成 有 限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 区 间 {Cai,6))i;. 即 称 f 为 [wuO 上 
的 绝对 连续 函数 , 若 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 6 二 0, 使 当 [a,b] 中 任意 有 限 个 或 可 数 个 
互 不 相交 的 区 间 {(ai,6)}; 满 足 光 (6: 一 4a:)<8 时 ,必用 | f(b) 一 fai)|<e. 上 式 
中 函数 增 量 的 绝对 值 | f(6;) 一 了 (ai)|, 还 可 代 之 以 函数 在 Lai,b;] 上 的 振幅 M. 一 
mi. 这 里 ,M; 二 sup{ f(x) :XE[Lasb;]} m=in{f{f(r):rElLa,b,]}. 

注 6.5 显然 绝对 连续 函数 一 定 是 连续 函数 . 又 由 引 理 6. 4. 1, 知 绝对 连续 函 
数 一 定 是 有 界 变 差 晴 数 . 自然 要 问 :连续 的 有 界 变 差 函数 是 否 一 定 是 绝对 连续 函 
数 ? 答案 是 否定 的 . 其 实在 本 章 的 开始 ,我 们 讨论 了 例 6. 1. 1. 在 那里 由 Cantor 三 
分 集 ,我 们 定义 了 函数 /, 它 是 一 个 连续 的 单调 增加 函数 ,当然 也 是 连续 的 有 界 变 
差 函数 . 但 是 我 们 已 见 到 ,对 于 函数 f, Newton 一 Leibniz 公式 不 成 立 . 由 定理 
6. 4.5 可 知 f 不 是 绝对 连续 的 . 那么 连续 的 有 界 变 差 函 数 再 加 上 什么 条 件 才能 成 
为 绝对 连续 函数 呢 ? 下 面 的 例子 可 帮助 我 们 解答 这 个 问题 . 

例 6.5.12 在 La,6bj 上 的 绝对 连续 函数 f 必 具 性 质 (N), 即 对 于 [a,5j] 中 任 一 
零 测 集 已 , f(E) 仍 为 零 测 集 . 

证 ”目的 是 证 明 :m(f(E)) 二 0. 先 设 a,b 都 不 属于 EE, 即 EC(a,b). 对 于 任意 
e 记 0, 存 在 6>0, 使 当 [a,5] 中 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 区 间 {(a;,b;)); 的 全 长 
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小 于 6 时 ,有 
PY 

这 里 ,M; 二 max{ f(x):XELai;b;]} ,m=min{ f(x):rELa,b;]). 因 mE=0,EC 
(a,b). 设 开 集 G 的 构成 区 间 为 { (a; Di) , 则 | G= 出 (a; ,0;) 2 C6;—ai)=mG<6, 
故 f(ECFO=Uf (a,b CUF ai,b)). 由 此 可 知 m’ f(E)< Ym fa;, 
b;])) 寺 (Mi;—mi)<e. 因 e>0 可 任意 小 ; 故 m(f(E)) 二 0. 至 于 一 般 的 情形 ,就 是 
a,b 可 能 属于 EE 的 情况 ,可 做 如 下 处 理 :f(E)CFf(EN(a,6))U(fCa),f(0)). 由 上 
所 证 , 知 mf(E\(a,6b)) 二 0, 故 m(f(E))==0. 

注 6.6 ( 见 注 6.4 所 列 参考 文献 的 第 279 一 280 页 ) 在 例 6. 5. 12 的 基础 上 进 
一 步 可 以 证 明 : 了 为 绝对 连续 当 且 仅 当 :了 为 连续 的 有 界 变 差 水 数 且 具有 性 质 
(N). 

例 6.5.13 设 f(z) 为 [a, 人 上 的 绝对 连续 函数 ,证 明 : | | PCz) | dz 一 五 (7 

证 因 f 为 绝对 连续 的 , 故 f ELi[La,b]. 对 于 [a,5] 的 任 一 个 分 割 :a 二 zo 过 
ZI<Z<…<z 一 0 我 们 有 


有 | 全 全， Wh fwdz|<T py le, 
i 一 1 | 澳 


i=1 


由 此 可 知 | | f (x) | dz. 
以 下 证 明 相反 的 不 等 式 . 以 S 表示 如 下 的 阶梯 函数 s(x) 组 成 的 集合 s(x) 二 
BaiXis, ia ,这 里 ,a 二 zo < Db 24 为 区 间 [zx ,的 特征 


函数 ,|ui | 三 1. 则 对 于 任意 s€ S, 有 rsa = DA 一 


| wf) — fz)]| 志 D1 Fa) 一 f(z) |< RCD .对 于 可 测 函 数 
t=1 i=1 


sgn 了 (zx) ,可 以 证 明 存在 S 中 序列 {5,) ,使 5,(x) 一 sgnf’ (zx) ,a. e. 于 [a,bj] 上 .由 
Lebesgue 控制 收敛 定理 , 知 


b by b 
I | f(x) | dz = [rw sgnf (x) dz = lim| 六 (zx) s(x)dx .对 于 每 个 n, 有 


PA. 故 | | PCz) | dr TD. 


re Str Iide 


6 微分 与 不 定 积分 “ 185 « 


最 后 我 们 得 到 | | 了 (2) | dz = TD). 

例 6.5.14 Foz) 是 [ae,o 上 绝对 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 (让) 是 绝对 连 
续 函 数 . 

证 设 /(z) 是 绝对 连续 函数 , 则 由 上 例 知 TC/) = | | 了 (x)dz | .于 是 
太 ( 放 是 | 六 zi1EL[a,O 的 不 定 积分 ,当然 为 绝对 连续 的 .反之 , 若 (有 是 绝对 
连续 函数 , 则 对 于 任意 ec 全 0, 存 在 65>0, 使 当 两 两 不 交 的 有 限 个 区 间 {(a; ,6,)) 的 总 


长 度 2 (bi —a) 二 6 时 ,有 2) | TA TSA | < 一 es, 即 >) Ts (7) 过 &, 注意 
r=) Fe i=1 


到 | /6) 一 fa) | 二 (有 D, 故 3 | f(b) 一 fa) | 二;, 即 f(x) 为 绝对 连续 
| 
的 . 
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习题 六 


1. 若 函 数 f(x) 在 [a,bj 上 满足 Lipschitz 条 件 : | f(z) 一 f(y)1 寺 MIzx 一 y|， 
zyE[La,b], 则 f(z) 是 La,5] 上 的 有 界 变 差 消 数 . 

2. 试 证 明 : 了 (让 二 0 当 且 仅 当 : 了 f(x) 二 C( 常 数 ). 

3. 车 f(z) 是 [a,6] 上 的 可 微 函 数 且 | 了 (zx)| 寺 M(a 志 x0), 则 f(z) 是 La,6] 
上 的 有 界 变 差 函 数 . 

4. 设 f(x) 是 [a,5] 上 的 单调 增加 函数 ,函数 g(x) 在 R 上 满足 Lipschitz 条 
件 :|g(z) 一 g(y) | 三 M|zx 一 y|,x;yELa,b]. 试 证 明 :g(f(z)) 是 La,6bj 上 的 有 界 变 
差 函 数 . 

5. 设 fEL(L0,1]),g (zx) 是 定义 在 L0,1] 上 的 单调 上 升 函 数 ,和 车 对 任意 的 
[a,5b]CL0,1], 有 rear “之 [g(0) 一 g(a)](6 一 a) , 试 证 明 : 挛 (x) 是 [0,1] 上 


的 可 积 函 数 . 
6. 设 f(z) ,g(x) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 f(z) 十 g(x) 是 La,5] 上 的 绝 
对 连续 函数 . 


(a 
7. 车 f(z) 是 [a,6b] 上 的 可 微 函 数 且 | 了 (x) [<Mdca<zr<p), 则 | f’(x)dzr = 


f(D) — fla). 

8. 设 f(x) 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 若 对 任意 e 记 0,f(z) 是 [e,1] 上 的 绝对 
连续 函数 , 且 f(x) 在 z==0 处 连续 , 试 证 明 ;f(x) 是 [0,1j 上 的 绝对 连续 函数 . 

9. 车 f(z) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 有 |f (x)| 志 Ms,a.e. ,xELa,0], 则 
[f(z)—f (WIEM|z—y| ,ryELa,b]. 

10. 车 函数 Fz) 在 [wa, 妇 上 满足 Lipschitz 条 件 : | f(x) 一 f(y)1<M|x 一 y|， 
zsy€E[a;b]; 则 If (zx)|<M,a. e. ,rELa,b]. 

11. 设 ECL0,1, 车 存在 1:0 过 /<<1, 使 得 对 [0, 1] 中 的 任意 子 区 间 [La,6j, 均 
有 m(ENM[a;6]) 宇 1(6 一 aq), 试 证 明 :m(E) 二 1. 


12. 设 函 数 FE L([a, 扫 ), 若 对 任意 的 cE [a, 轨 ,有 上 | f(z)dz = < 一 < , 试 证 
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明 ; f(z)=1 a.e. ,zxE [a,6]. 
13. 设 f(x) 在 La,b] 上 递增 ， 目 有 | 六 cz)dz 三 f(b) 一 了 f(a) , 试 证 明 ; 了 (x) 在 
[a.b] 上 绝对 连续 . 
14. 设 {g4 (x) ;是 在 [a.6] 上 的 绝对 连续 函数 列 . 又 |g'i(z)| 寺 F(x),a.e. (k= 
1.2.…). 上 日 FELCLc:p). 若 
jimg' (2z) 一 85(CZ)CO<T<O) ,lim8 (Xz)= f(x) a.e. ,rELab], 


斌 证明 :g(x) 二 f(x) ,a.e. ,rE[a.bl]. 
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7 工 ” 空间 


我 们 知道 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 按 坐标 态 的 加 法 与 数 乘 是 一 个 线性 空间 ,在 赋 
予 欧 几 里 得 距离 以 后 , 它 具 有 一 些 好 的 性 质 , 如 完备 性 ( 即 每 个 Cauchy 列 必 收 化) 
和 可 分 性 ( 即 具有 可 数 稠 子 集 ) 等 . 在 学 习 了 Lebesgue 积分 后 ,我 们 有 了 Lebesgue 


可 积 函数 类 , 即 ,使 | | f(x) | dr < co 的 函数 三 所 构成 的 函数 类 . 我 们 还 可 考虑 


(1] 雪 pp 一 co) 次 Lebesgue 可 积 函数 类 , 即 ,使 | | f(x) 12dz< 天 ce 的 函数 三 所 构成 的 
函数 类 . 容易 验证 ,这 些 函数 类 对 于 按 通 常 方式 定义 的 函数 的 加 法 与 数 乘 是 封闭 
的 ,因而 它们 都 是 线性 空间 . 在 这 种 空间 中 每 个 点 就 是 一 个 函数 . 我 们 还 要 在 这 些 
空间 中 分 别 引入 适当 的 距离 ,使 得 它们 在 各 自 的 距离 下 也 具有 如 上 所 述 的 完备 性 
和 可 分 性 . 这 就 是 本 章 我 们 所 要 讨论 的 了 空间 理论 . 这 一 理论 不 但 是 有 趣 的 ,而 
且 在 泛 函 分 析 和 数学 的 其 他 分 支 中 都 具有 重要 作用 . 


7.1 L? 空间 的 定义 与 有 关 不 等 式 


首先 说 明 , 本 章 中 nn 有 时 表示 n 维 欧 几 里 得 空间 的 维 数 ; 有 时 表示 函数 序列 或 
点 列 的 下 标 , 这 时 它 取 遍 一 切 自 然 数 . 从 前 后 文 的 内 容 很 容易 区 别 . 
设 ECR" 为 可 测 集 ,ma( 已 ) 盖 0, 力 盖 0 为 给 定 的 实数 ， 


定义 7.1.1 设 7(z) 是 巨 上 的 可 测 函 数 ,车 | | f(z) |*dz 一 ce , 则 称 f(z) 为 
五 上 的 疡 次 可 积 函 数 . 这 种 函数 全 体 所 成 的 集合 记 作 L?*(E) ,也 称 它 为 L? 空间 . 

注 7.1 更 深入 的 研究 可 以 发 现 0 二 p 过 1 与 p 宇 1 的 情况 有 很 大 的 不 同 , 这 里 
我 们 只 考虑 p 宇 1 的 情况 . 

容易 看 到 , 若 fEL?(E), 则 cfEL?(E), 这 里 c 为 常数 . 此 外 , 若 f,g EL? 
(E), 则 


| | Cn +gCz) lrdr < [2maxt| f67) 1, | gC7) 1} Jdz 
E E 
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2 flay | 4| gly Yds ew. 


故 f 十 gEL?(E). 这 样 ,按照 函数 通常 的 加 法 与 数 乘 运算 ( 即 按 和 点 态 定义 的 加 法 与 
数 乘 ),L?*(E) 成 为 线性 空间 . ; 

对 于 fEL?(E), 定 义 fl,= [If ldzr)s, 它 叫 做 的 p 范 数 . 显然 ， 
| fl, 二 0 当 且 仅 当 : f(x) 二 0 几乎 处 处 成 立 . 车 c 为 常数 , 则 cf, 二 1c| ef ,这 
称 为 绝对 齐 性 . 对 于 f,g€1L?(E), 还 可 以 证 明 ( 见 后 面 的 定理 7.1.3) 1 f+g| ,三 
| 大 5 十 1 g ,这 称 为 次 可 加 性 . 

定义 7.1.2 设 f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 .车 存在 5 的 零 测 子 集 E。, 及 M>0 
使 | f(z) | 三 M, YrEA\E, 则 称 f(x) 为 EE 上 的 本 性 有 界 函 数 . 这 种 函数 全 体 所 成 
的 集合 记 作 L™(E) ,也 称 它 为 L” 空 间 . 

容易 看 到 , 若 /EL (E), 则 对 于 任意 常数 c,cAEL”(E). 此 外 , 若 f,g€ 
L~(E), 则 存在 玉 的 零 测 子 集 Ei,E; 及 Mi ,AM 0, 使 | f(x)| 寺 Mi, YrxEE\E, 
及 |g(z)| 二 Mj ,YXxEA\Ei. 显然 ,EiU Ei 仍 为 E 的 零 测 子 集 , 且 有 |(f 十 g) (x)| 
过 |f(z)| 十 |g(z)| 志 Mi 十 Mz ,YXEE\(E1UE;). 这 就 是 说 ,f 十 gEL”(E). 因 
此 ,按照 函数 通常 的 加 法 与 数 乘 ,L~(E) 也 是 一 个 线性 空间 . 

对 于 fEL™(E), 定 义 

| f==inf{M>0: 除 了 E 的 一 个 零 测 集 外 ,| f(x) | 三 M)， 

它 叫做 f 的 本 性 上 界 范 数 . 

显然 , | /| -=0 当 且 仅 当 :f= 二 0 几乎 处 处 成 立 . 易 见 , 若 c 为 常数 , 则 
上 cfs 二 1c| | 中. 我 们 还 可 以 证 明 :对 于 f,g€EL”~(E), 有 f+g -三 
tg 

例 7.1.1 设 广 gsgEL CE), 则 Fig 过 1 二 gl 

证 ”对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 的 零 测 子 集 已 ,Es, 使 | f(z)| 二 上 fe 
VXEAB 及 |g(z) | 三 |g 十 e; YXEEAE\E. 显然 瑟 UE 仍 为 EE 的 零 测 子 集 ， 
且 有 

|1Cf+ge)y (zx) | 和 | f(x) | 1gtz)}y| 雪 | ff。 | g++2e; Vz 
EE\(EUE,). 

由 此 可 知 , 上 f+g | 过- 十 上 g 有 十 2e. 因 >0 可 任意 小 , 故 上 f 十 g | 
委 | jl 二 lgl-. 
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例 7.1.2 设 fEL”(E), 则 存在 的 一 个 零 测 子 集 E, ,使 | f(x) | 三 了.， 
VXEE\E,. 
证 由 上 f|- 的 定义 , 知 对 于 每 个 自然 数 &, 存 在 记 的 一 个 零 测 子 集 Ei ,使 


D1<1f1 -二 二 ;VzEE\E. 令 =UE, 则 所 仍 为 EE 的 零 测 子 集 且 对 


于 yzERNE ,有 | /Ca 入 1 7 二 ,YAEN 


由 此 可 知 , 对 于 VzEENE,, 有 |Fz)| 委 | /|-. 
例 7.1.3 设 z(E)<co,1 雪 pw, 则 忆 (E)CL2CE)， 
证 设 fELi(E), 记 集合 {XEE:|f(z)| 宇 1) 为 A,B 二 二 A, 则 
Jf tar=) If ldrt| xpdzs| 1 flrdrtmB) < fled 
十 m(E) 二 cce ， 
即 fEL?(B). 这 就 证 明了 L?Y(E)CL?(E). 
注意 , 当 m(E) 二 十 co 时 , 例 7.1.3 的 结论 不 再 成 立 . 例如 , 设 E=[1, 十 coj]， 
fz)=x 2, 则 fFEL(E),8 fE¢ LE). 
定义 7.1.3 车 p,q>1 且 方 十 二 一 1, 则 称 六 与 9 为 一 对 共 思 指标. 显然, 当 
==2 时 ,其 共 思 指标 为 "一 2; 当 p= 二 1 时 , 则 规定 其 共 斩 指 标 为 一 co; 当 p= 二 oo 时 ， 


则 规定 其 共 轿 指标 为 "一 1. 
现在 ,我 们 要 介绍 两 个 常用 的 重要 不 等 式 . 先 看 一 个 引 理 . 


引 理 7.1.1 当 1<p<co, 方 十 十 一 1 时 ,对 于 任意 非 负 实数 w,0, 有 


|= 


85 人 二 二， 
arb 才 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 :a=6. 
证 当 a,b 中 至 少 有 一 个 为 0 时 ,结论 显然 成 立 . 今 设 e 盖 0,p 二 0. 考虑 图 数 


2(D 一 e ,显然 它 是 R 上 的 凸 函数 (这 里 指向 下 凸 的 函数 ) ,故我 们 有 


afbi = v=g (Slnat Iinb) < spna) + pnb) = je pa 
+ 也 . 

q 
容易 看 到 ,上 述 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 :a 王 / 
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定理 7. 1.2(Holder 不 等 式 ) 设 p,q 为 一 对 共 示 指数 ,1<p,g 过 oo. 车 fE 
L?(E),gEL'(E), 则 有 | fg |< fl, lel. 

证 首先 考虑 p 一 1,g 二 oo 时 的 情况 . 由 于 积分 值 与 函数 在 零 测 集 上 的 取 值 无 
关 , 而 由 例 7. 1. 2 知 存在 下 的 零 测 子 集 Eu ,使 |g(z)| 和 | gl 。,VzERENE ,故我 
们 有 


| i | | f(z)g(x) | dr = | Foz)g(Cz) | dz 过 gl | | flz) | dz 


EAE, 


尽 
fF 


= lel. | ep lu- Iflilel.. 
同 理 可 证 明 , 当 p 二 2,g 二 1 时 ,结论 也 成 立 . 

现在 考虑 1<p<eo, 二 二 =1 时 的 情况 .车 | |, 和 上 | g 上, 中 有 一 个 为 
零 , 则 /或 g 几乎 处 处 为 零 . 显然 , | fg 由 = | lg 1 ,=0. 当然 结论 成 立 . 今 


设 1 lp>o, 上 8 1 ,> 0 在 引 理 7.1.1 的 公式 中 喇 福 生 十 二 中 , 令 a 
[f(z2)| * |g(zx) 1 
CT 


| FGz)|1gGCz)| 1 | 7FGz)|2 1 |g(Cz)|? 
I fel <poll tafel, reE 


上 上 式 两 端 同时 取 克 ee 4 
-lf nace) ldz< 广 二 了 


TAT ed 


由 此 可 知 , fg 1=[|f(zg(z)ldr< lfl, lel.. 

注 7.2 特别 地 ,车 p= 二 g==2, 则 由 定理 7.1.2 可 知 :车 f,g€EL(E), 则 ||fg i 
三 fi; | g 1;. 这 通常 被 称 为 Schwartz 不 等 式 . 

注 7.3 当 1<p<eo, 方 十 二 一 1 时 ,由 引 理 7. 1. 1, 知 不 等 式 os 人 二 和 
中 等 号 成 立 当 且 仅 当 :a 二 6. 由 此 可 推 知 , Holder 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 : 


上头 动人 gi 六 
Cj 天 矶 到 Cg 仙 芭 用 竹 处 处 成 立 ， 


也 即 ,在 不 计 零 测 集 的 意义 下 , | /和 |g|1? 只 差 一 个 非 负 常数 因子 . 
定理 7.1.3(Minkowski 不 等 式 ) 若 f,gEL?(E)(1 过 p 过 0), 则 
f+tgl,< f+ | g | ,. 
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证 当 p 二 1 时 ,结论 显然 成 立 ; 当 p= 二 co 时 ,由 例 7.1.1 知 结论 也 成 立 . 
以 下 设 1<p<o0, 了 十 记 =1 我 们 已 见 到 ;车 f,gEL?(E), 则 f++gE€ 


L?(E). 故 |f 十 gl|* ELi(E). 由 Holder 不 等 式 知 : 
lf* Ftelrhe ll lttel? ls; (7.1) 
lg* ftglsh<lgl,llfteltl.. C9 到 
由 (7.1) 和 (7.2) 式 可 推出 : 
ds oe 


E 


和 [Jr | [f(zx)+ glx) 1 dz 十 [lgCz) [f(z) telr)|r dr=|f: PHglzlh 


tlg: |ft+el*li 
Qflollfitelslst lglsllfteltl,=0 fl ,+ gl oftel’dr)’ 


= f+ lel) lftelt. 

若 上 /十 g ,这 0, 则 由 上 式 可 知 ,Cf 二 gf 十 上 gs. 即 ， 
| ft+gl ,< fl ,+ gl;,. 
若 上 fg 1, 二 0,; 则 结论 显然 成 立 . 

注 7.4 可 以 证 明 , 定 理 7.1. 3 中 的 Minkowski 不 等 式 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 
当 :存在 非 负 实数 ,使 在 已 上 几乎 处 处 有 FCz) 一 Mg(Cz) 或 gCz) 一 1FCz)， 


7.2 工 空间 (1 委 p 委 co) 的 完备 性 


我 们 已 经 看 到 ,按照 函数 通常 的 加 法 与 数 乘 ,L2*(E)(1 委 pco) 是 一 个 线性 空 
间 . 在 L*(E) 上 可 以 定义 pp- 范 数 如 下 :fr> fj. 它 具 有 下 述 性 质 : 对 于 任意 了， 
gEL?(E) ,任意 常数 a 有 :f+g|, 志 ff, 十 gl, 及 af|,=|al | 了 |，. 

这 使 我 们 想起 了 n 维 欧 几 里 得 空间 中 向 量 的 长 度 概念 . 力 - 范 数 应 该 是 L*(E) 
中 向 量 的 “长 度 ” 为 此 ,我 们 需要 认定 ; 当 上 ,二 0 时 ,了 应 为 L*(EF) 中 的 零 元 素 
( 即 零 向 量 ). 但 是 ,由 上 fe, 一 0, 我 们 只 能 断定 f 在 忆 上 几乎 处 处 为 堆 . 因而 ,我 
们 自然 想到 :应 把 羽 上 几乎 处 处 为 零 的 函数 全 体 看 作 空 间 中 的 零 元 素 . 换 句 话说 ， 
把 L*(F) 中 几乎 处 处 相等 的 两 个 函数 f,g， 看 作 是 同一 个 元 素 . 以 下 我 们 用 严格 的 
数学 语言 来 表达 上 述 想 法 . 如 在 4.1 节 中 ,我 们 称 L*(EE) 中 两 个 函数 f,g 为 对 等 
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的 , 记 作 f~g, 若 /和 g 在 E 上 几乎 处 处 相等 . 易 验 证 ,对 等 关系 满足 下 述 三 条 : 

对 于 任意 f,gyhEL?(E), 有 :G0) f~f;Gi) f~gSe~f;(iii) f~g,g~h=> 
f~h. 因而 上 述 对 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 . 按 此 等 价 关系 “~”, 可 把 Lr*(E) 中 全 体 
元 分 成 一 些 等 价 类 . 称 f,g 属于 同一 个 等 价 类 , 若 f~g. 对 于 L?(E) 中 任 两 个 等 
价 类 下 .G, 要 么 下 一 G 要 么 FG 二 名 ,把 全 体 等 价 类 所 成 的 集合 记 作 L? (EF)/ 一 ， 
即 L*(F)/ 一 中 每 个 元 素 下 是 L?(EE) 中 的 一 个 等 价 类 . 事实 上 , 任 取 fEF, 我 们 有 
FF 一 f 十 M, 这 里 M 二 {fEL?(E):f 几乎 处 处 为 0) 是 L*(F) 的 线性 子 空间 . 容易 看 
到 ,L2(E)/ 一 即 为 商 空间 L*(E)/M. 由 于 有 :万 一 8 且 户 一 旦 之 万 十 户 一 思 十 
,及 户 一 ga 广 一 agi, 故 利用 等 价 类 所 包含 元 素 ( 即 通常 的 函数 ) 的 加 法 与 数 
乘 , 可 定义 商 空间 L(E)/M 上 的 加 法 与 数 乘 . 从 而 使 LA(E)VM 为 线性 空间 . 以 后 
为 了 方便 起 见 ,我 们 仍 把 商 空 间 L* (EE)/M 记 作 二 (下 ) ,Le CE)VM 中 的 元 素 仍 记 
作 广 作 了 这 样 的 约定 以 后 ,我 们 可 用 户 - 范 数 来 定义 LI(E)( 实 际 上 是 ?CE)/MD) 
中 两 个 元 素 之 间 的 距离 . 

定义 7.2.1 设 1<p<oo. 对 于 任意 f,gE1?(), 定 义 d(f,g) 二 上 f 一 g 1,. 显 
然 ,d 满足 关于 距离 的 三 条 公理 :对 于 任意 f,g,hEL?(E), 有 : 

GD d(f,g)20 Hadfe)=03/=g; 

(2) d(f,8)=d(g,/); 

(3) df ,Rd(f,g) td(le,h). 

这 样 ,CL?(E) ,qd) 成 为 距离 空间 .我 们 也 常 将 距离 空间 (CLCE),Q) 简 记 为 L?(E). 
称 2( 忆 中 点 列 { 记 ) 收 合 于 了 , 若 d(f, 让 = 上 所 一 fe,>0(r>oo). 

定义 7.2.2 设 {f,}CLA(E). 车 对 于 任意 e>0, 存 在 自然 数 N, 使 当 m,n 宇 N 
时 ,有 dCf,f) 二 所 一 所 中 ,<e; 则 称 {) 为 L*( 妃 中 的 Cauchy 列 . 

我 们 将 证 明 :距离 空间 L*(E) 是 完备 的 , 即 L*(E) 中 每 个 Cauchy 列 必 在 L? (EE) 中 
收敛 . 

定理 7.2.1 LY(E)(1<p 二 co) 是 完备 的 距离 空间 . 

证 设 {f,) 为 L( 轧 中 的 Cauchy 列 .对 于 i 二 1,2,3,…, 存 在 递增 的 自然 数 序 列 
nm<m 过 … 使 一 所 ,过 27, 当 mx 宇 n; 时 成 立 . 特别 地 ,有 ,一 /中 
< 


人 二 
信 gz)=2 | fn (w= flr) lsat 三 名 [fa (2)— f(z)|,xEE, 由 
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k k | 
Minkowski 不 等 式 知 : 84 ,< 多 上, 一 fr 二 22 1. 


故 | | gi(z) |*dz 二 1. 显然 ,g(x) 一 limgi (7) ,x EE, 故 由 Fatou 引 理 知 : 
, 
| | g(7) Par< lim| | g(x) ?dz 夺 1, 因 而 上 8 旧 , 志 1. 特 别 地 ,g(x)<oo 儿 乎 处 
E 


处 成 立 . 故 存在 已 的 零 测 子 集 S, 使 级 数 f(z) 十 光 [f,，(z) 一 f(z)] 在 瑟 S 上 处 
处 绝对 收敛 

定义 EE 上 的 可 测 函 数 如下: 

当 xXES 时 ,f(x)=0; 


当 z € FE\S 时 ,f(z) = f(z) + > Lf, C20) — #2)]. 
于 是 ,可 测 函 数 序列 { 刻 (z)} 几 乎 处 处 收敛 于 /(z). 对 于 任意 *>0, 取 自然 数 
Ni, 使 当 各 miN 时 ,有 | 万 一 户 此 < 或 即 ,| | 太一 户 CD dz 天 ee， 


由 Fatou 引 理 知 : 
| me 一 ee im| | fl) — fC2) lrdr<e. (7.3) 
E 


由 此 可 知 , /一 f,€ i m 宇 N 时 ,用 f。 一 了 |， 
<e. 故 {f} 在 ( 轧 中 收敛 于 

定理 7.2.2 L”~( 轧 是 完备 的 距离 空间 . 

证 设 {f} 是 L”( 轧 中 Cauchy 列 .对 于 自然 数 k,msn, 令 

Ai:={rEE: | f(D)> | fh |};B,, :={rEE:|f, (0—f D> | fo—f, | ). 
显然 ,每 个 人、 每 个 B, 都 是 E 的 零 测 子 集 . 令 S=(UAi)UC UB ), 则 S 作 为 
零 测 子 集 的 可 数 并 仍 为 EE 的 零 测 子 集 . 对 于 任意 xEE\S, 任 意 自 然 数 zm,n, 有 
| Pa tay = aE fs = so 

由 此 可 知 ; 当 xEE\S 时 ,{ f(z)) 为 Cauchy 数列 , 故 必定 收敛 . 定义 已 上 的 
函数 如 下 : 当 xES 时 , f(x) 二 0; 当 XEEBE\S 时 ,f(zx)=limf,(z). 

显然 ,f 为 E 上 的 可 测 函 数 . 对 于 任意 给 定 的 e 二 0, 存 在 自然 数 N, 使 梁 ,n 
宇 N 时 ,有 | 户 一 户外 -<e. 于 是 当 m,n 宇 N 时 ,对 于 一 切 xEE\S, 有 | f(x) 一 
fi 2) ff |<<e. 令 moo, 有 |f(x)—f,(7x)|<e, VZEENS. 
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由 此 可 知 :; 当 n 宇 N 时 ,| /一 了 f; -二 e. 故 fEL”(E) 且 {f) 在 L”(E) 中 收 
敛 于 人 

以 后 , 当 我 们 写 L*(E)(1 志 poo) 时 , 铬 无 其 他 声明 ,总 是 指 L*(E) 赋 予 由 范 
数 ,所 生成 的 距离 . 由 定理 7. 2. 1 和 定理 7.2.2, 知 L*(E)(1 志 p02) 为 完备 
的 .但 并 不 是 所 有 的 距离 空间 都 是 完备 的 . 我 们 看 下 面 的 例子 . 

例 7.2.1 以 CL0,1] 表 示 定 义 于 [0,1] 上 的 连续 实 值 函 数 全 体 所 成 的 线性 空 
间 ( 加 法 和 数 乘 按 点 态 定义 ). 设 1 过 p 二 2 给 定 . 对 于 任意 f,gE€ CP0,1], 定 义 


df 8) 一 (| | f(z) 一 g(x) lrdx )”. 易 验证 d 是 CL0,1] 上 的 距离 . 我 们 将 看 
到 :距离 空间 (C[0,1],4) 是 不 完备 的 . 作 C[L0, 匡 中 点 列 { 亡 } 如 下 : 


当 0<z< 广 时 , 刻 (z 一 0 

A 四 
pr 2n(z 人 
当 翅 十 二 <z<1 时 ,六 (z) 一 1 

Ss 多 Dr 一 s/n\- 加 


显然 ,每 个 f, EC[0,1]. 对 于 任意 ec 这 0, 当 m>n 这 去 时 ， 
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afrsf)= (| | fa(2) — f(z) |*dz) = 1 i 


故 {f) 为 (CL0,1j],d) 中 的 Cauchy 列 . 若 { 广 } 按 距离 & 收敛 于 某 / € 
Co,i, 则 


df = (| | faz) — f(z) i] 


到 ( | f(x) [ode] | fC) — fx) ldz 十 | 1 = Czy raz)” 


— 0(n — co0). 


去 二 | 
2 2 tan 


由 此 可 知 : | | f(x) rdr =0 及 |， 1 1 一 了 f(z) |*dzx ==0. 由 于 f 在 [0,1] 上 
连续 , 故 了 在 | 0, 却 | 上 恒 为 0, 而 在 (去 ,1| 上 恒 为 1 如 此 ,在 z 一 二 处 不 连续 .此 
天 盾 于 f€ CL0,1]. 
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事实 上 ,我 们 将 看 到 下 述 结论 . 
例 7.2.2 CL0,1] 秽 密 于 (L*[0,1],d) (1 寺 p 二 <). 
证 任 取 JEZL2L0,1] ,由 积分 的 绝对 连续 性 , 知 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 9S>0, 使 


当 AC[o,1],m(A)<8 时 ,有 | | f(x) dx 过 (号 ) .又 由 JELe[o,1, 可 以 知 


道 存 在 自然 数 N, 使 m(|f| 宇 N) 二 m{xE€[0,1]:|f(x)| 宇 N})<6. 
作 函 数 f 如 下 : 当 | f(z) | 二 N 时 , f(z) 二 f(x); 否 则 , f(x) 二 0. 于 是 ,ff € 
L?*[0,1],|f(zx)| 寺 N, 且 有 
| | f(z) — f(r) |?dzr = | | f(z) 1*dz < (§). (7.4) 


ci>N 

今 f 为 [0,1] 上 的 有 界 可 测 函 数 ,由 Lusin 定理 , 知 对 于 任意 ?>0, 存 在 gE 

CL0,1j] 及 可 测 集 GC[L0,1]j, 使 mG 二 yy, 在 [0， 1NG 上 f(x) 二 g(x) 处 处 成 立 , 而 且 
|g(x)|<N. 


如 此 , |， 1 7 一 51'dz 一 | 17 一 eldz 太 20NnG<<20N 和 :只 要 取 人 >0 足 
够 小 , 便 可 使 
[Ta< 人 二 六 
最 后 ,结合 (7. 4) 和 (7. 5) 式 ,我 们 有 
Be A ea 直 刘 一 电 


例 7.2.3 在 CL0,1] 上 赋予 如 下 距离 p. 对 于 任意 f,gECL0,1], 定 义 p(f ,8) 
二 max{|f(z) 一 g(x)|:xEL0,1j). 证明:(CL0,1]j,p) 为 完备 距离 空间 . 
证 设 {f) 为 (CL0,1j,p) 中 Cauchy 列 . 则 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 自然 数 N, 使 
当 m,n 宇 N 时 ,有 
plfasfa)—=max{| f(z)—f,(z)|:zELO0,1]}<e. (7.6) 
这 样 ,对 于 每 个 7EL0,1],{f; (7z)) 为 Cauchy 数列 ,因而 必 收 敛 . 设 其 极限 为 
f(z). 在 (7.6) 式 中 , 令 mnx>oo0, 有 
max{| f(x)—f,(x)|:rE[0,1])<e (nN). (7.7) 
这 说 明 { 户 (z)) 在 L0,1] 上 一 致 地 收敛 于 f(x). 由 数学 分 析 知 f(z) 是 [0,1] 上 
的 连续 函数 , 即 fe C[0,1], 且 由 (7.7) 式 知 oCF, 六 ) 一 0GOr~>cc) ,因而 (CL0,1],o) 
为 完备 的 距离 空间 . 
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由 例 7. 2. 1 和 例 7. 2. 3 可 知 ,同一 个 线性 空间 ,赋予 一 种 距离 可 能 是 不 完备 
的 ,但 赋予 男 一 种 距离 又 可 以 是 完备 的 . 

例 7.2.4 设 PL0,1j 为 L0,1] 上 的 实 系数 多 项 式 全体 所 成 的 集合 , 按 通 常 函 
数 的 加 法 与 数 乘 ( 即 点 态 的 加 法 与 数 乘 ) ,PL0,1j] 是 CL0,1] 的 线性 子 空间 . 可 以 证 - 
明 :P[0,1] 稠 密 于 CL0,1]. 这 里 ,o 是 如 例 7.2.3 中 所 定义 的 距离 . 事实 上 ,由 
Weierstrass 逼近 定理 , 知 对 于 任意 fE C[0,1], 存 在 多 项 式 序列 {p,} ,使 在 [0,1] 
上 {g,)} 一 致 地 收敛 于 f( 详 见 那 汤 松 著 . 徐 瑞 云 译 . 实 变 函数 论 ( 上 册 ). 北京 :人 民 
教育 出 版 社 ,1958. 119~~122), 即 按 距离 p, {gy,) 收 敛 于 f. 由 此 ,当然 可 知 (PL0， 
1],p) 是 不 完备 的 . 


7.3 了 "空间 (1 委 p 一 co ) 的 可 分 性 


除了 完备 性 以 外 ,n 维 欧 几 里 得 空间 R" 还 具有 一 个 很 重要 的 性 质 , 即 可 分 性 ， 
也 就 是 说 R" 具有 一 个 可 数 稠 子 集 . 比如 ,坐标 是 有 理 数 的 点 的 全 体 构 成 的 集合 就 
是 一 个 可 数 集 , 而 且 它 稠密 于 整个 R". 我 们 将 看 到 L? (EE)(1 志 jp 二 00) 也 具有 这 个 
性 质 , 即 它 是 可 分 的 . 

首先 就 二 [0,1]CR' 的 特殊 情况 证 明 上 述 结论 . 

定理 7.3,1 1L?[0,1](1 志 p 过 o0) 是 可 分 的 . 

证 任 取 JEL2[0,1]. 由 例 7.2.2 知 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 gsgEC[0,1], 使 
| f 一 g | ,<e. 对 于 gEC[0,1], 再 由 例 7.2.4 知 存在 PEP[0,1], 使 |g 一 | - 
<e. 由 此 可 知 : | g 一 pp 一 (由 lg 一 ol*dz)z 和 1g 一 -<e. 

青 取 业 E PL0,1j] 使 所 具有 有 理 系数 是 使 上 WW 一 g ,<s. 这 样 ,我 们 有 

| 7f—Yvl ,< | f/f-gl,+t epl ,tl yg vl ,<3e. (7.8) 

以 QL0,1j 表 示 具 有 有 理 系数 的 多 项 式 全体 所 成 的 集合 . 则 显然 QL0,1j 是 可 
数 集 , 且 由 (7. 8) 式 知 QL0,1j] 稠 于 LL?[0,1]. 故 L?[0,1j] 为 可 分 的 . 

由 定理 7. 3,1, 自然 可 知 L*[a,6j(1 志 p 过 吕 ) 为 可 分 的 . 定理 7. 3. 1 的 证 明 思 
路 是 : 先 用 连续 函数 来 通 近 p -次 可 积 函 数 ,再 用 多 项 式 来 通 近 连续 函数 ,最 后 用 
有 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 来 通 近 一 般 的 多 项 式 . 由 于 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 全 体 是 
可 数 集 , 这 就 证 明了 ZL2L0,1j0 委 pcc) 为 可 分 的 . 下面 我 们 利用 简单 可 测 函 数 的 
逼近 方法 来 证 明 更 一 般 的 结论 . 
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定理 7.3.2 Lz?(E)(1 过 p 二 00) 是 可 分 的 . 这 里 ECRt 为 可 测 集 . 
证 ”对 于 任意 fEL2?(E) 及 任意 s 盖 0, 由 引 理 5. 5. 1, 可 知 存在 具有 紧 支 集 的 


简单 可 测 函 数 p, 使 
| f—¢ | ,<e. (7.9) 


设 pC) 一 久 wiXs (z) ,这 里 , 瑟 , 羽 ,…, 忆 ,为 E 的 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 子 
集 且 每 个 m(Ei) 二 oo. 容易 看 到 ,我 们 可 进而 取 每 个 w 为 有 理 数 ,而 (7.9) 式 仍 成 
立 . 由 测度 的 定义 , 知 对 于 每 个 已, 存在 开 矩 体 FuG 一 1,2,…), 使 局 CU 上 且 有 
m(E)<S| 1 | mt Eye, (7. 10) 
取 坟 足够 大 ,以 至 于 G. 一 UJ 满足 
m( UT NG, )<e. (7.11) 
注意 :GAE, 一 (GA\E) UCENGD)CCULANEDUCU ITNG) ,并 结合 (7. 10) 
和 (7. 11) 式 ,我 们 有 
mt(GAE)<m(ULANED)Tm(UIANGD)<2 
(7. 12) 
再 取 端 点 坐标 为 有 理 数 的 开 矩 体 1 (一 1,2,…n) ,使 m(JjAT;) 足 够 小 ， 
以 至 于 
m(GAG'i) <e, (7. 13) 
这 里 ,6% 一 UI 由 EAG'C(EAGD UCGAG') 及 (7. 12)、(7.13) 式 , 知 
m(EAG”;) 之 m (EAG;) 十 m (GAG') 过 2e 十 e 二 3e. 作 简单 可 测 函 数 炙 (z) = 


eXo, (z) .我们 有 


lo—¥l ,SS lal | Xs Xo, | ,< Cmaneen |e) > | Xs —xe, ll， 
=(maxeien as) Sm(EAG')) < maxicses |ai | )n(3e)?. (7. 14) 
由 (7.9) 和 (7. 14) 式 知 了 可 被 形 如 更 的 函数 按 | | 范 数 逼近 . 令 Q 为 L?*(E) 


中 如 下 形式 的 函数 亚 所 成 的 集合 :和 (zx) 二 oiXo, (z). 这 里 ,为 自然 数 ,每 个 
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取 有 理 数 ,而 每 个 G' 为 有 限 个 端点 坐标 为 有 理 数 的 开 矩 体 之 并 . 显然 ,Q 为 LP(E) 
中 可 数 集 . 又 ,任意 /EL?(E) 可 被 Q 中 的 元 素 允 近 , 即 Q@ 稠 于 L*(E). 这 样 就 证 明 
了 :L*(E) 为 可 分 的 . 

注 %.5 应 当 指出 ,只 要 可 测 集 ECR" 使 m(E) 放 0, 我 们 就 有 L”(E) 不 可 分 .，. 
这 里 ,L~(E) 被 赋予 如 下 距离 p: Y f ,gE€L”(E),o(f,g) 二 上 f 一 g .下 面 的 例 
子 就 以 较为 简单 的 情况 , 即 二 La,5]CR 的 情况 来 证 明 这 一 点 . 

例 7.3.1 设 一 < 过 a 二 bp 二 0o, 则 L”[a,6bj 不 可 分 . 

证 设 ACL~[a,b] 是 由 如 下 的 函数 f(x) 所 组 成 : 当 a<<z<s 时 ,f,(7x) 二 1; 
当 5 之 rz 才 b 时 ,f,(z) 二 0, 显然 ,对 于 任意 s,s EL[a,6), 只 要 天 > ,就 有 

pe DE ee a (7. 15) 


若 L“[a, 妇 具有 一 个 可 数 稠 子 集 D. 以 D 中 每 个 点 为 中 心 ,以 也 为 半径 作 开 
i 、 1 , 上 oo 
球 . 这 种 开 球 共计 为 可 数 个 (B(f, 亏 ):fED], 这 里 ,B(f,3)={g€EL”[a,0]: 

1 

和 一天 过 村 上 

由 万 稠 于 L-[a, 困 , 知 品 B( 放言)= 志 [ea, 妇 .当然 有 UB( 村)2A. 今 

/ED /ED 

式 左 端 为 可 数 个 开 球 之 并 ,而 右 端 A 的 势 为 x, 故 必 有 A 中 两 个 不 同 的 元 素 f， 
fi(s 去 位 于 同一 个 开 球 B( 了 , 计 ) 内 . 如此， 


poCP fr I Spf +p(f fi)< 寺 + 言 一生. 
此 矛盾 于 (7. 15) 式 . 故 二 [a,o 是 不 可 分 的 . 
7.4 例题 选 讲 
例 7.4.1 设 fEL(E). 证 明 : /mE)<oo, 这 里 ,EE 一 {z€EE:|f(z) | 之 n}. 
证 因 ELCE), 故 可 设 L: 一 | | f dz 且 工 之 oo. 如 此 ， 


L=| |f hdr>) |f ld mE,). 
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由 此 
m(E,)<# 因而 Vm(E,) 声 . 
由 于 
3 
故 
os 


例 7.4.2 设 p， qr 为 满足 十 - 汪汪 一 1 的 三 个 正 数 . 则 对 于 五 上 的 任何 可 测 


函数 ,8,h, 有 | | feh | Fae) (fg raz)’ (| lara)” 


证 多 祈 = pe , 则 六 1 2 1. 两 次 应 用 Holder 不 等 式 , 可 得 : 


| 1dr<()| 
(Fietasy (fd ats): = (1 71az) Te 


综合 上 述 两 式 ,有 jz|fghldz< (| ee 


一 般 地 ,可 证 明 下 述 结果 : 设 个 正 数 pi ,ps，…, 思 满足 广 十 六 a 2 ed 


Jee) (fa) RI fe d= | fh le ldr< 


1 fr…s 为 E 上 的 个 可 测 画 数 , 则 有 | | 六 PP | dr 之 


(| 六 Idz) | 太 edz) (| | 六 [mdz)” 

例 7.4.3 设 0<m(E)<o20,1<p<g, 则 如 例 7.1.3, 我 们 知道 L'(E)CC 
L?(E). 事实 上 ,可 以 证 明 : 对 于 CE) 中 的 点 列 {f}, 按 范 数 中, 的 收敛 草 涵 按 
范 数 ;的 收敛. 


证 令 户 一 妇 , 则 p>1 令 9 一 F205, 则 易 验 证 g >0, 且 廊 十 闻 二 1 对 于 函 
数 1, | 了 |” 和 共 纯 指数 p,q 应 用 Holder 不 等 式 ,我 们 有 


l, Te (xaz) -ta fheypas) = nCED rm (| | Frdz)” 
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上 式 两 端 取 1/p 次 方 , 则 有 (| | f lodz)” 过 (m(E)) TP pm) (| | |*dz) 
显然 这 就 是 上 上 ,三 上 fCm(E))W7. 由 此 易 知 : | 万 一 太 | ,一 0C2>co) 草 涵 
| a lL p>0(n—>o0)., 

例 7.4.4 设 0<m(E) 二 co,fEL™”(E). 显然 对 于 任意 如 >0, fEL?(E). 证 
明 :lim | 了 1 ,= Fs 

证 不妨 假设 | /| ->0( 倘 不 然 ,结论 是 显然 的 ). 由 范 数 外 。 | ,的 定义 , 知 
存在 零 测 集 S, 使 对 于 任意 zxEENAS, 有 | Fz)| 过 | 太 | -. 

因而 je|fl*dr=jJas|fl*dr 人 fl Sm(E). 

即 (| 1 lodz) 过 fm(E))3., 由 于 Cm(E))? 一 1(p 一 co), 故 
lim 上 fl, 才 上 f. 另 一 方面 , 任 取 0=e 过 上 fw; 则 E={zEE:|f(z)| 宕 
上 1- 一 e} 不 可 能 为 零 测 集 , 故 lim(m(E.)); 一 1. 又 上 f 1, 之 (Js1fl?dz) 坟 之 
(fi 一 Cm(E.))7. 邻 p00, 则 有 lim | ,三 | 外 Al 一 se 因 e>>0 可 任意 

poo 
小 , 故 lim 上 fl, 之 11. 

例 7.4.5 设 1 三 p 三 wo,L?*(E) 中 的 点 列 {f}) 按 是 , - 范 数 收 化 于 广 , 即 
上 一 站 ,0(n>o0). 则 {ff} 必 按 测度 收敛 于 f, 从 而 由 定理 4.3.3 知 {f) 具 有 
子 序列 { 万 } 几 乎 处 处 收敛 于 . 

证 当 p 二 0 时 ,容易 证 明 : 存 在 EF 的 零 测 子 集 下 ,使 {fi} 在 AF 上 一 致 收敛 
于 .由 此 易 知 :对 于 任意 6 二 0,m(| ff 一 用 宇 9) 一 0(n->00), 即 (f} 按 测度 收敛 于 
了 .这 里 ,以 (| /一 fA) 表示 集合 {XEE: | f(x) 一 f(z)| 宇 8), 以 下 类 似 . 当 1] 委 2 到 
=- 时 ,对 于 任意 8>0, 有 am (| 六 -AI > 六 | | 过 


(| /一 /|>8) 
(| 万 一 让 | 一 0(02 一 co) . 
由 此 可 见 ,{f;} 按 测度 收敛 于 /. 
例 7.4.6 证 明 :{f,} 按 1 省 , - 范 数 收敛 不 蕴涵 几乎 处 处 收敛 . 
证 如 例 4.3.2 在 E=[0,1] 上 作 函 数列 {f,} 并 令 f=0, 则 Js|f, 一 fl*dzr== 


m(E® )= 卫 >0(n>o0). 但 如 我 们 已 见 到 的 ,{}) 处 处 不 收敛 于 太 
例 7.4.7 证 明 :{f,} 几 乎 处 处 收敛 不 蕴涵 按 | ， - 范 数 收敛 . 
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证 令 E==[0,1]. 作 定义 于 EE 上 的 函数 序列 {f} 如 下 : f(x) 二 7 , 当 式 EE 


(0 二) 时 ;六 Cr)=0, 当 zE[o,1\(0, 盖 ) 时 . 令 了 f(z) 二 0; 则 limf,(z)=f(x)， 


] 


VzEEE 设 I<p<oo, 则 有 |, 一 f= (| 1f. 一 fl?dr) “一 人 一 con 


oo0). 即 按 L*(E) 中 的 范 数目,,(f} 不 收敛 于 . 
例 7.4.8 设 fEL'(E). 证 明 : 对 于 任意 e 二 0, 存 在 EE 的 可 测 子 集 A 使 m(A) 


< 有 |， | | dere. 
证 令 
Eo= {zEE:|f(z)|>0) 有 E,={xEE: eb 
显然 ,在 E。 上 处 处 有 
[flxs, >|fl(n>00), 
这 里 Xs, 是 E, 的 特征 函数 . 又 [|xs 过 | 了 | 且 fEL'(E). 由 控制 收敛 定理 ( 见 定理 
5. 4. 1) 知 


| | dz Tedz 一 上 lflaz=| 1fld<o n>o0). 
故 对 于 任意 6>0, 存 在 使 
de] 17 一 | If ar 
令 忆 ,二 A. 则 m(A)= 二 ml(E,) 二 2 且 
| 7la=| liu Iflde=| 1f1ar—|, 


MN 


|fldr<e. 
例 7.4.9 设 了 及 每 个 f, 都 属于 L'CE).{f,} 几 乎 处 处 收敛 于 了 且 fg) 
一 | 太一 <); 则 
Q) 对 于 巨 的 任意 可 测 子 集 S, 有 | | f, | dr 一 | 171dzo 一 co)， 


(2) | f—f 1—0(n—>00). 
证 (1) 由 Fatou 引 理 , 有 


lim| Aidz>j| .7ldz=j ru- 17ld 


>|,1f1dr—lim|, ,| fl dr 
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=- 友 (|. [六 | dz—] 。 六 qz) 


= 画 | |f,1dz. 


Ss 


lim| | fldr=| | fladr. 


(2) 由 例 7.4.8 知 ,对 于 任意 e>0, 取 巨 的 可 测 子 集 A ,使 m(A)<oo 且 | 


EA 


f| de . 由 积分 的 绝对 连续 性 , 知 存 在 6 二 0, 使 当 mm(F)<6 时 ,有 | | 和 | dz 去 


cm 


由 Egoroff 定理 ( 见 定理 4. 2. 1) , 知 存在 A 的 可 测 子 集 忆 ,使 (CA\B)< 一 8 且 
在 B 上 下 一 致 地 收敛 于 上 择 自 然 数 m， 使 当 n 之 no 时 ， 有 SUPzeB 


[fC7)—f | ，。 m(B)<#. 现在 ,应 用 (1) ,我 们 有 


画 | ff ldoIm(| ffldet| ffldet), ff le) 


pe] 


<([ fidt| fldt| ,| fidrt| Adz)+ 喇 


A A 


= 冯 If| dr+2|,, | fl dz 十 和 一 笃 十 委 十 号 一 

由 此 可 见 , | 亡 一 了 由 一 0(02 一 co). 类 似 地 可 以 证 明 :对 于 1 委 加 < 一 cc, 若 
LACE) 中 序列 {了 ) 几 乎 处 处 收 化 于 了 且 | ,一 上 fl 上,; 则 | 一 了 fl。0. 

例 7.4.10 设 m(E)<oo,{f)CL(E)(Qp< 吕 ) 且 (f,} 在 E 上 几乎 处 处 
收敛 于 f. 车 对 于 任意 e 记 0, 存 在 6 二 0, 使 当 SCE,m CS) 一 9 时 ,对 于 一 切 n, 有 
| | fo ql*dr <e, 则 FELEA Nf-—f, | ,>0(n>00). 


证 ”对 于 任意 e 记 0, 设 56>0 如 题 设 中 所 给 . 由 Egorov 定理 , 知 存在 可 测 集 
BCE, 使 m(B) 二 8 有 是 {f,) 在 世 B 上 一 致 地 收 化 于 f. 由 Fatou 引 理 , 有 


| if har<lim| |f, ldr<e 
B me2cv B 


FR [fe | fat] ff hae 


。154 。 实 变 函数 
<| 17 一 万 1daz+[(| 1 fla) +(| ,17 az) 
二 网 | f—f, lrdrt (et +e?)? 
—| ,1 ff lrdet+2e. 


又 ,{f}) 在 二 \B 上 一 致 地 收敛 于 f, 故 存在 自然 数 no, 使 当 n 宇 no 时 ,对 于 一 
切 zEE\B, 有 |(f 一 f(z)1<ej. 于是, 当 n>m 时 ,有 | ,| f 一 f, ?dz < 


em(B\CO) 过 em(E) .- 故 当 nn 宇 no 时 ,有 | | f 一 |?*dz 才 em(E) 十 2?e .由 此 可 


知 :f 一 EL?(E), 因 而 fEL?(E) 且 ff 一 f, ,>0(n>co). 
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习题 七 


1. 设 f(x),g(z) 是 玉 上 的 可 测 函 数 ， 且 有 广 Fe >'1<p<oo0, 试 证 明 : 


a ee 
2. 设 {fi(7z)) 是 玉 上 的 可 测 函 数列 ,FEL?(E)(p 之 1), 若 有 
| fbx) SF(r) a; e. TEE(R=1,2,.%), limfalz)= f(z) ,a. 2. yt€EE, 


试 证 明 : lim | 大 一 了 | k= 


n+1 
3. 设 z(CE)<co,fEL= GE), 若 | 外 让 ->0, 证 明 :lim | | -|e 


4. 设 1<p<oo, fEL?((0. 二 co))， FCoDO= 二 | Fodt ,证 明 : | 下 |， < 
| 
5. 设 fEL([0,1]), 令 gz) 一 | pi 0 二 zx 过 1, 试 证 明 ; 


(| ecodz) <aa(f fdr) 
6. 设 m(E)>0, 若 存在 M>0, 使 得 对 任意 的 p>>1, 均 有 | 了 1,<M, 则 Je 
L*(E), 
7. 设 /EL?(E)(p 之 1),e 是 EE 的 可 测 子 集 ,证 明 
(| enp az) < (ceo ldz) + (fo 7co lvdz) 


8. 设 g(Cz) 是 瑟 上 的 可 测 郴 数 , 若 对 任意 的 fEL:(E), 有 fg; 过 
M| jl， ,证 明 : |g(zx)| 寺 Ma. e.XEE. 
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